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2. Tutorium fir 22.10.2021
(Gruppen 1-4 : Online, Gruppen 5-8 : Priisenz)

2.1 Kronecker-Delta, Indexschreibweise

In a) sind doppelt auftretende Indizes nicht als Einsteinsche Summenkonven-
tion zu verstehen, in b) und c) nutzen wir aber wieder die Einsteinsche Sum-
menkonvention!

a) Skizzieren Sie die Matrix A € R™*™ mit a;; = (§ 4+ 4)d;11; + 25(—1)76;;.

b) Fiir Vektoren z,y € R* mit Eintrigen z; = j und y; = (—1)"™', berechnen
Sie ylxj&j

C) Berechnen Sie (5” + 5ij5ji - (52'2‘(517‘ fiir 1 S Z,j S n.

d) Sei A € R™" mit a;; = (—1)¥2(1+ j —1) fiir i gerade und 0 sonst. Skizzieren
Sie die Matrix A und berechnen Sie Spur(A).

2.2 Transformationsmatrix
Ein Vektor x im R? ldsst sich in der Orthonormalbasis {e;, e,} mit Koeffizi-
enten x1, Ty als X = z1e1 + 1962 = (€1 €3) < il darstellen.
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Wir wollen eine neue Basis mit Hilfe von Vektoren {e},e,} angeben. Fiir eine
2 x 2 Transformationsmatrix S schreiben wir

(€1 ;) = (e1 e)8,

wobei hier (€] €)) und (e; e;) als 2 x 2 Matrizen verstanden werden konnen.
a) Zeigen Sie, falls det S # 0 dann spannt {e/,e,} den Vektorraum R? auf.

b) Sei
[ cos(¢) —sin(¢)
5= ( sin(¢) cos(¢p) )’ sER.
Zeigen Sie, dass {e, €, } eine Orthonormalbasis beziiglich dem inneren Produkt
(x,y) = xTy ist.
c) Sei f1, f; gegeben, so dass die Gleichungen
e = f1 + fg, und €y = 2f1 + 3f2

erfiillt sind. Geben Sie f;, f; und die entsprechende Transformationsmatrix S
an

d) Beziiglich der Basis {ej, ez} ldsst sich der Vektor x darstellen als x =
r1€1 + Toes, wobei x1, o € R die Koeffizienten beziiglich dieser Basis sind. Sei
{€], e} eine weitere Basis mit Koeffizienten z/, 24, welche (e, €}) = (e1,€2)S
erfiillt. Die Koeflizienten z/, 2 ergeben sich aus einer linearen Transformation

von 1, Ty, wir schreiben
!
T)=1( ™
! - .
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Die Matrizen S und T lassen sich beide als Transformationsmatrizen bezeich-
nen, wobei S die Basisvektoren umwandelt und T die dazugehorigen Koeffizi-
enten.

Zeigen Sie, T = S~ .

e) Seien {e, es} und {e}, e,} zwei gegebene Orthonormalbasen. Die Transfor-
mationsmatrix S der entsprechenden Basisvektoren sei

s=3(s 7")

Die folgende Funktion f ist beziiglich der Basis {e;, ez} definiert,
fx1,220) = (2 + x129) exp(322).

Geben Sie die Funktion f an, welche f(x’l, xh) = f(x1,z9) fiir die entsprechen-
den Koeffizienten 2/, z, beziiglich {e},e,} erfiillt.

2.3 Duale Basis

Ein paar Bemerkungen zur Notation. Fiir die Ubungsaufgaben zur Dualen Ba-
sis verwenden wir bereites hoch- und tiefgestellten Indizes um kontravariante
und kovariante Komponenten von Basissystemen sichtbar zu machen. Im Ge-
gensatz zu den Ubungsaufgaben zur Transformationsmatrix in 2.2 bezeichnen
wir nun die Koeffizienten von einem Vektor x im Vektorraum R? beziiglich
einer Basis {e;, ey} als z',2? € R, ein Vektor lisst sich also darstellen als
x = z'e; + z%ey. Der hochgestellte Index bei den Koeffizienten verdeutlicht,
dass es sich bei diesen um kontravariante Komponenten handelt. Daher, eine
Anderung der Basisvektoren muss wieder durch eine Anderung der Koeffizi-
enten ausgeglichen werden. Dieser Zusammenhang macht sich auch bei den
Transformationsmatrizen der Basis und Koeffizienten in Ubungsbeispiel 2.2 d)
bemerkbar!

Fiir einen Vektorraum V' mit dualem Raum V* definiere [x,y] = y(x), y €
V* x € V. Die duale Basis {ff, 3} := {f',£?} wird iiber [f;,f’] = d;;, bzw.
[£;, £] = 6;; definiert.

Elemente im dualen Raum V* lassen sich beziiglich einem inneren Produkt
wieder als Elemente in V' darstellen (bzw. identifizieren); fiir jedes y € V* gibt
es ein z € V, so dass [x,y] = (z,x) fir alle x € V (Darstellungssatz von
Riesz). Fiir den Vektorraum R? kann eine duale Basis somit wieder als Basis
im R? verstanden werden.

a) Bestimmen Sie die duale Basis {e', e?} zu einer Orthonormalbasis {e;, e;}.
b) Sei {f}, 2} eine nicht-orthogonale Basis, definiert mit Hilfe einer Orthonor-
malbasis {e, e;} als f; = 3e; + e, und f; = ey. Bestimmen Sie die duale Basis
{f!, £2} zur nicht-orthogonalen Basis {f}, f,} anhand der dualen Basis {e!, e?}.
¢) Ein Vektor x wird in einer nicht-orthogonalen Basis {f, fy} als x = z'f; und
in der dualen Basis {f!, f?} als x = x,f* dargestellt. Zeigen Sie, x; = f; - x und
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r* = f'- x (die dot Notation bezieht sich hier ’sloppy’ auf das jeweils passende
innere Produkt).

d) Sei x ein beliebiger Vektor, der sich in einer Basis f; und der entsprechenden
dualen Basis f’ mit den Koeffizienten z° und z; schreiben lisst. Wie lautet die
Transformation zwischen den Koordinaten z* und z;?

e) Zusitzlich zur Notation aus d), sei eine weitere Basis f/ und der entspre-
chenden dualen Basis f* mit Koeffizienten 2" und z) gegeben. Zeigen Sie,

Y W/
T, r = T,x.

Ankreuzbar: 1, 2a-c, 2de, 3a-c, 3de



