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4. Tutorium - Lösungen 5.11.2021

4.1 Differentialoperatoren

a) ∇x = ei∂ixjej = ∂ixjδij = ∂ixi = δii = 3
b) ∇x = ei∂i
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c) ∇× (∇×A) = ei∂i × (ej∂j × akek) = ei∂i × (εℓjkeℓ∂jak) = εmiℓem∂i(εℓjk∂jak)
= εmiℓεℓjkem∂i∂jak = (δmjδik − δmkδij)em∂i∂jak = ej∂i∂jai − ek∂i∂iak
Anmerkung : Für orthonormale Rechtssysteme, gilt ej × ek = εijkei (z.B. ey × ez = ex, ex × ez = −ey, · · · )
∇(∇ ·A) = ei∂i(ej∂jakek) = ei∂i∂jaj
A · [∇× (∇×A)−∇(∇ ·A)] = anen(ej∂i∂jai − ek∂i∂iak − ei∂i∂jaj) = aj∂i∂jai − ak∂i∂iak − ai∂i∂jaj =
−ak∂i∂iak = −A∇2A
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Anmerkung : ∇ = fi∂

′i = f i∂′
i

e) ∇x = f j∂jx
′ifi = ∂jx

′iδji = ∂jx
′j = δjj = 3.

4.2 Spektraltheorem

a) d
dt
xi(t) = eTi

d
dt
x(t) = eTi Ax(t) = eTi Axj(t)ej = aijxj(t)

b) Eigenwertgleichung : aijxj = λxi → (aij − λδij)xj = 0
Wenn det(aij − λδij) = 0, existiert nicht-triviale Lösungen

det(aij − λδij) = det

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−λ
√
2 0√

2 −λ
√
2

0
√
2 −λ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −λ3 + 4λ = λ(λ+ 2)(λ− 2) = 0 → λ1 = 2, λ2 = 0, λ3 = −2

Eigenvektoren :
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Wenn λ = 2, z.B. (x, y, z) = (1,
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Anmerkung : Für einen selbstadjungierter Operator sind die Eigenvektoren orthogonal, d.h. e′ie
′
j ∝ δij . Die

Transformationsmatrix S erfüllt die Bedingung detS 6= 0 und die Eigenvektoren sind linear unabhängig.
c) e′ijk = ejE

′
iek = eje

′
i ⊗ e′iek = (eje

′
i)(e

′
iek) (ohne Summe über i )
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Wenn i = 2, (e′
2jk) =

1

2





√
2
0

−
√
2





1

2

( √
2 0 −

√
2

)

= 1

2





1 0 −1
0 0 0
−1 0 1





Wenn i = 3, (e′
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λkekij = 2e1ij + 0 e2ij − 2e3ij → (λkekij) =
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d) In der Eigenbasis A =
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→ a′ij = λi wenn i = j, sonst a′ij = 0 (diagonale Matrix)
Alternativ :
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e) Auf die gleiche Weise wie (a)
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und in der Basis B, (hij) = 2n−2





1 + (−1)n
√
2(1− (−1)n) 1 + (−1)n√

2(1− (−1)n) 2(1 + (−1)n)
√
2(1− (−1)n)

1 + (−1)n
√
2(1− (−1)n) 1 + (−1)n
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oder [H,A] = [An,A] = An+1 −An+1 = 0
Anmerkung : Wenn [A,B] = 0 und Ax = λx,
A(Bx) = BAx = λ(Bx) → Bx ist ein Eigenvektor des Operators A mit dem Eigenwert λ.
Ohne Entartung Bx = αx. (x ist auch ein Eigenvektor des Operators B)
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