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4. Tutorium - Ldsungen 5.11.2021

4.1 Differentialoperatoren
a) Vx = eiaixjej = 81'%]'57;]' = 81351 = 5“ =3
b) V= eiai xjejxkek = eiai\/m = eiai\/m = eiiz szk (r“)l(.’lﬁjl‘j) = eiiz Flkmk 26ij$j = ei\/xxlek
C) V x (V X A) = eiai X (ejﬁj X akek) = eiai X (Egjkegajak) = é‘migemai(é“gjkajak)
= Emit€ejk€m0i0jar, = (0mjdit — Imrdij)em0;0;a, = €;0;0;a; — €;0;0;ax
Anmerkung : Fiir orthonormale Rechtssysteme, gilt e; x e, = ¢;51€; (z.B. ey xe, =e;, e; X e, = —ey, ---)
V(V . A) == ei(')i(ejajakek) = eiaiajaj
A [V X (V X A) — V(V . A)} = anen(ej@@jai — ek&@iak — eiﬁiﬁjaj) = aj&ﬁjai — ak&@iak — ai&'@jaj =
—akﬁ 05 ak = —AV2A
) 5‘” - _ Oz; 9 _ Oxzj 8]

78z oz 8%781
/ j k Oz itk _ i rio_ i 9
x), = px; — xj =)t — di—étj—tj—>8 =t';0
f_ 9 _ 92 9 _ 0a7
8 8&:" Ox'? Oz oz’ a
o'k =kl — 27 = o/ sjkﬁg = 0Fsly =81, — Ol = 7,05
Anmerkung 1V =107 = f9]

e) Vx = f19;2/'f; = 0;2"°6) = d;a"7 = 5;' —3.

4.2 Spektraltheorem

a) da(t) = el Lx(t) = el Ax(t) = el Az;(t)e; = ajjz;(t)
b) Eigenwertgleichung : a;;z; = Ax; — (a;; — Ai;)z; =0

Wenn det(a;; — Ad;;) = 0, existiert nicht-triviale Losungen

-2 V2 0
det(ai; —A6ij) =det| V2 =X V2 [==X+4A=2A+2)A=2)=0—= XA\ =2, A2 =0, \g = —
0 V2 -A

A V2 0 T —\z + /2y
Eigenvektoren : V2 =X V2 y | = V2z-Xy+v2z | =0
0 V2 =\ z V2y — Az
Wenn A\ = 2, z.B. (z,y,2) = (1,v/2,1). — €| = (1/2)(e1 + V2e2 + e3)
Wenn A = 0, z.B. (z,y,2) = (1,0,-1). — e, = (1/v/2)(e1 — e3)
Wenn A = -2, z.B. (z,y,2) = (1, \f 2,1). — ey = (1/2)(e; — V2es + e3)
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odor(e’1 e, eg):(el ey eg)% V2 0 V2

1 —v2 1
Anmerkung : Fiir einen selbstadjungierter Operator sind die Eigenvektoren orthogonal, d.h. e;e; o §;5. Die
Transformatlonsmatrlx S erfiillt die Bedingung detS # 0 und die Eigenvektoren sind linear unabhanglg

c) ej;, = e;Ele, = eje; @ eje;, = (eje;)(eje;) (ohne Summe iiber i )
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Wenn i = 2, (e5;;,) = i

Wenn i =3, (e3;,,) = il -



01 0
)\kekij = 2611’]’ -+ 06217' — 2631‘]‘ — ()\kekij) = % 1 0 1 = (CLij)
0 1 0

d) In der Eigenbasis A =3, al]el @e; =), NE =) iej®e]
— a;j = )\; wenn i = j, sonst a =0 (dlagonale Matrix)

Alternativ :

Ae; = Aje;' — a;- = egAe;- = e;Aje;- = )\jéij (ohne Summe iiber ])

e) Auf die gleiche Weise wie (a)

%fﬂé(t) = a”xj(t) — ;lt '(t) = \iz’(t) (ohne Summe iiber i) — @ (t) = e*it2(0).

f) A? = AA =57,  NENE) = 3, Aidjeioeieoe; = 37, Aidjei@d;0e) = 30, Aihiejoe; = 37, (M) E;
A% = AA2 = Y, (\)°E!

H=A"=AA"! =Y . (\)"E,

/
"0 0
In der Basis B/, (hl.) = 0 0 0
ij
0 0 (-2)°

1+ (=1)n V2(1 - (=1)7) 1+ (=1
und in der Basis B, (h;;) = 272 \f( — (=)™ 20+ (=D)") V21— (-1)")
+(=D" V20D 1+ (D7
g) [H, A] = (\)"E{NE; — \E; (A )"E’ = (N)"TE; — (M)"TE; =0
oder [H,A] = [A", A] = A"l — Antl =
Anmerkung : Wenn [A,B] = 0 und Ax = Xx,
A(Bx) = BAx = A\(Bx) — Bx ist ein Eigenvektor des Operators A mit dem Eigenwert .
Ohne Entartung Bx = ax. (x ist auch ein Eigenvektor des Operators B)
h) 35, A" fnl =30, 37, (Nit)" /] = 37, eMUE] = A
x(t) = Y, wi(t)e; = 3=, eM'al(0)e]
Alx(0) = 32, MER(0)e] = 3, Nl (0)6€) = X, Mtal (0)e
x(t) = eAtx(0)



