
Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2021W

5. Tutorium - Lösungen 12.11.2021

5.1 Metrischer Tensor

a) V = f1 · (f2 × f3) = 2
f1 = 1

V
f2 × f3 = 1

2
(−e1 + e2 + e3)

f2 = 1

V
f3 × f1 = e1 − e2

f3 = 1

V
f1 × f2 = 1

2
(e1 + e2 − e3)

alternativ :
δij = 〈f i|fj〉 = 〈f i|skj |ek〉 = 〈f i |eℓ〉〈eℓ|

︸ ︷︷ ︸

=I

skj |ek〉 = 〈f i|ek〉skj

→ 〈f i|ek〉 = tik mit T = S−1 = 1

2





−1 1 1
2 −2 0
1 1 −1





〈f i| = 〈f i|ej〉〈ej | = tij〈ej |
b) gij = fi · fj = skiek · sℓjeℓ = skis

ℓ
jδkℓ = (STS)ij

g′ =





1 1 2
1 0 1
1 1 0









1 1 1
1 0 1
2 1 0



 =





6 3 2
3 2 1
2 1 2



, g′∗ = TTT = 1

4





3 −4 −1
−4 8 0
−1 0 3





c) g′jif
j = g′jit

j
ke

k = sℓjδℓmsmit
j
ke

k = sℓiδℓmδmk ek = sℓiδℓke
k = sℓie

T
ℓ = fTi

Alternativ : g′T =





6 3 2
3 2 1
2 1 2



 1

2





−1 1 1
2 −2 0
1 1 −1



 =





1 1 2
1 0 1
1 1 0



 = ST

g′ijf
j = skie

k = skie
T
k = fTi

d) V = |(f1 × f2) · f3| = |(si1ei × sj2ej) · sk3ek| = |si1sj2sk3(ei × ej) · ek| = |εijksi1sj2sk3| = |det(S)|
g′ = STS → det(g′) = det(STS) = det(ST )det(S) = [det(S)]2 = V 2 → V =

√

det(g′)

Alternative Lösung :
√

det(g′) = 4 und V = |(f1 × f2) · f3| = 2.

5.2 Tensoren

a) 〈xi|xj〉 = δij ({x1,x2} ist auch eine Orthonormalbasis.)
Die Summe der orthogonalen Projektoren ist eine Identität |x1〉〈x1|+ |x2〉〈x2| = I
A = AI = A(|x1〉〈x1|+ |x2〉〈x2|) = λ1|x1〉〈x1|+ λ2|x2〉〈x2| (Spektraltheorem)
In der Basis {e1, e2}
A = λ1|x1〉〈x1|+ λ2|x2〉〈x2| = 2xi

1|ei〉〈ej |xj
1 − 2xi

2|ei〉〈ej |xj
2 = 2(xi

1x
j
1 − xi

2x
j
2)|ei〉〈ej |

oder in der Basis {e1, e2}
A = 2(xi1xj1

− xi2xj2
)|ei〉〈ej |

(Für Orthonormale Basen gilt xij = xi
j oder gij = δij)

aij = 〈ei|A|ej〉 = 2(xk1xℓ1 − xk2xℓ2)〈ei|ek〉〈eℓ|ej〉 = 2(xk1xℓ1 − xk2xℓ2)δ
k
i δ

j
ℓ = 2(xi1xj1

− xk2xℓ2)

aij = 〈ei|A|ej〉 = 2(xk
1x

ℓ
1 − xk

2x
ℓ
2)〈ei|ek〉〈eℓ|ej〉 = 2(xk

1x
ℓ
1 − xk

2x
ℓ
2)δ

i
kδ

j
ℓ = 2(xi

1x
j
1 − xk

2x
ℓ
2) = aij

(aij) =
(
2(xi

1x
j
1 − xi

2x
j
2)
)
=

(
1 −1
−1 1

)

−
(

1 1
1 1

)

=

(
0 −2
−2 0

)

Anmerkung 1 (Metrischer Tensor) : gij = ei · ej = δij und g∗ = g−1 → gij = δij

Weil der metrische Tensor eine Identität ist und aij = gikakℓg
ℓj , gilt aij = aij

Anmerkung 2 (Eigenwertgleichung in Indexschreibweise) :
A|xi〉 = λi|xi〉 → 〈ek|A|xi〉 = 〈ek|Axj

i|ej〉 = λi〈ek|xj
i|ej〉 → akjx

j
i = λix

k
i (oder = λixki)

Anmerkung 3 (Für nicht-selbstadjungierte Operatoren) :
Die Eigenvektoren sind nicht orthonormal : 〈xi|xj〉 = gij 6= δij
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Mit der dualen Vektoren x1,x2 wird der Tensor als A = λ1|x1〉〈x1|+ λ2|x2〉〈x2| dargestellt.
Die dualen Vektoren sind die Linkseigenvektoren des Tensors 〈xi|A = λi〈xi|
b) Transformationsmatrix S : fi = sjiej
a′ij = 〈fi|A|fj〉 = 〈ek|skiAsℓj |eℓ〉 = skis

ℓ
j〈ek|A|eℓ〉 = skis

ℓ
jakℓ

(Kovariante Elemente werden mit der gleichen Transformationsmatrix S wie die Basisvektoren transformiert.)

(a′ij) =

(
1 2
1 1

)(
0 −2
−2 0

)(
1 1
2 1

)

=

(
−8 −6
−6 −4

)

.

c) Eigenvektoren in der Basis B′ : xj = x′k
jfk

〈fi|A|xj〉 = λj〈fi|xj〉 → 〈fi|Ax′k
j |fk〉 = λj〈fi|x′k

j |fk〉 → a′ikx
′k

j = λjg
′
ikx

′k
j → bij = g′ij

Alternativ : S =

(
1 1
2 1

)

→ T = S−1 =

(
−1 1
2 −1

)

(
x′1

1 x′1
2

x′2
1 x′2

2

)

= (tijx
j
k) =

(
−1 1
2 −1

)

1√
2

(
1 1
−1 1

)

= 1√
2

(
−2 0
3 1

)

(a′ijx
′j
k) =

(
−8 −6
−6 −4

)

1√
2

(
−2 0
3 1

)

=
√
2

(
−1 −3
0 −2

)

= (bij)

(
x′1

1 x′1
2

x′2
1 x′2

2

)(
λ1 0
0 λ2

)

(bij) =
√
2

(
−1 −3
0 −2

)(
2 0
0 −2

)−1

1√
2

(
−2 0
3 1

)−1

=

(
5 3
3 2

)

d) Orthogonalität : I =

(
f1

f2

)
(
f1 f2

)
=

(
f1

f2

)
(
e1 e2

)
(

1 1
2 1

)

(
f1

f2

)
(
e1 e2

)
=

(
1 1
2 1

)−1

=

(
−1 1
2 −1

)

(
f1

f2

)

=

(
−1 1
2 −1

)(
e1

e2

)

g′∗ =

(
f1

f2

)(
f1

f2

)T

=

(
−1 1
2 −1

)(
e1

e2

)(
e1

e2

)T (
−1 1
2 −1

)T

=

(
−1 1
2 −1

)(
−1 2
1 −1

)

=

(
2 −3
−3 5

)

Anmerkung : g′∗g′ = (TTT )(STS) = TTTST

︸ ︷︷ ︸

=1

S = TS = I

(Überprüfe die Gleichung mit dem metrischen Tensor (gij = bij) aus (c).)

e) a′ij = 〈f i|A|f j〉 = 〈ek|tikAtjℓ|eℓ〉 = tikt
j
ℓ〈ek|A|eℓ〉 = tikt

j
ℓa

kℓ

(Kontravariante Elemente werden mit der Inverse T der Transformationsmatrix S transformiert.)

(a′ij) =

(
−1 1
2 −1

)(
0 −2
−2 0

)(
−1 2
1 −1

)

= 2

(
2 −3
−3 4

)

.

alternativ :

(a′ij) = (g′ika′kℓg
′ℓj) =

(
2 −3
−3 5

)(
−8 −6
−6 −4

)(
2 −3
−3 5

)

= 2

(
2 −3
−3 4

)

.

f) a′ij = 〈f i|A|fj〉 = 〈ek|tikAsℓj |eℓ〉 = tiks
ℓ
j〈ek|A|eℓ〉 = tiks

ℓ
ja

k
ℓ

(a′ij) =

(
−1 1
2 −1

)(
0 −2
−2 0

)(
1 1
2 1

)

= 2

(
1 0
−3 −1

)

.

a′i
j
= 〈fi|A|f j〉 = 〈ek|skiAtjℓ|eℓ〉 = skit

j
ℓ〈ek|A|eℓ〉 = skit

j
ℓak

ℓ

(a′i
j
) =

(
1 2
1 1

)(
0 −2
−2 0

)(
−1 2
1 −1

)

= 2

(
1 −3
0 −1

)

.

alternativ : (a′ij) = (g′ika′kj) =

(
2 −3
−3 5

)(
−8 −6
−6 −4

)

= 2

(
1 0
−3 −1

)

.

(a′i
j
) = (a′ikg

′kj) =

(
−8 −6
−6 −4

)(
2 −3
−3 5

)

= 2

(
1 −3
0 −1

)

.

Anmerkung : Für selbstadjungierte Operatoren ist die Matrixdarstellung des Tensors in einer Orthonor-
malbasis symmetrisch (oder hermitesch für komplexe Matrizen), d.h.
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(
a11 a12
a21 a22

)

=

(
a11 a21
a12 a22

)

=

(
a11 a12
a21 a22

)T

,

dann wird die Transposition der Matrix in einer nicht-orthonormalen Basis
(

a′11 a′21
a′12 a′22

)

=

(
a′11 a′12
a′21 a′22

)T

=

[

T

(
a11 a12
a21 a22

)

S

]T

= ST

(
a11 a12
a21 a22

)T

TT

= ST

(
a11 a12
a21 a22

)

TT =

(
a′
1

1
a′
1

2

a′
2

1
a′
2

2

)

.

Fuer nicht-selbstadjungierte Operatoren gilt in einer Orthonormalbasis aij 6= aji,

dann

(
a′11 a′12
a′21 a′22

)T

=

(
a′11 a′21
a′12 a′22

)

6=
(

a′
1

1
a′
1

2

a′
2

1
a′
2

2

)

.

In Indexschreibweise,

(
a′11 a′12
a′21 a′22

)T (
x1

x2

)

→ a′ijxi( 6= a′j
i
xi)

oder mit

(
a′11 a′12
a′21 a′22

)T

≡
(

b1
1 b1

2

b2
1 b2

2

)

,

(
a′11 a′12
a′21 a′22

)T (
x1

x2

)

=

(
b1

1 b1
2

b2
1 b2

2

)(
x1

x2

)

→ bj
ixi wobei bj

i = aij

g)
〈f i|A|xj〉 = λj〈f i|xj〉 → 〈f i|Ax′k

j |fk〉 = λj〈f ix′k
j |fk〉 → a′ikx

′k
j = λjδ

i
kx

′k
j = λjx

′i
j

Alternative : (a′ikx
′k

1) = 2

(
1 0
−3 −1

)

1√
2

(
−2
3

)

= 2√
2

(
−2
3

)

(a′ikx
′k

2) = 2

(
1 0
−3 −1

)

1√
2

(
0
1

)

= − 2√
2

(
0
1

)

h) x′
ji = gjkx

′k
i

(
x′
11

x′
21

)

=

(
5 3
3 2

)

1√
2

(
−2
3

)

= 1√
2

(
−1
0

)

→ (x′
i1a

′i
j) =

1√
2

(
−1 0

)
2

(
1 0
−3 −1

)

= 2√
2

(
−1 0

)

(
x′
12

x′
22

)

=

(
5 3
3 2

)

1√
2

(
0
1

)

= 1√
2

(
3
2

)

→ (x′
i2a

′i
j) =

1√
2

(
3 2

)
2

(
1 0
−3 −1

)

= − 2√
2

(
3 2

)

alternativ : Für den selbstadjungierte Operator 〈xi|A = λi〈xi|
〈xi|A|fj〉 = 〈fk|x′

kiA|fj〉 = λi〈xi|fj〉 → x′
kia

′k
j = λix

′
ji
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