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5. Tutorium - Lésungen 12.11.2021

5.1 Metrischer Tensor

a) V:fl'(fQng):2
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d) V =|(f; x f5) - f5] = |(s"1€; x s7qe;) - sksep| = |s'1s725%3(e; x e;) ey = |£ijksilsj25k3\ = |det(S)|
g’ = STS — det(g’) = det(STS) = det(ST)det(S) = [det(S)]?> = V2 — V = /det(g’)
Alternative Losung : \/det(g’) =4 und V = |(fi x f3) - f3| = 2.

5.2 Tensoren

a) (xi|x;) = 6;; ({x1,%2} ist auch eine Orthonormalbasis.)

Die Summe der orthogonalen Projektoren ist eine Identitét |x1) (x| + |x2) (x| =1

A =AI= A(|X1><X1‘ + |X2><X2|) = A1|X1><X1‘ + )\2‘X2><X2| (Spektraltheorem)

In der Basis {e1,es}

A = Afx) (x| + Aofxa) (x2| = 2271 ]ei) (e |27 — 23'se;)(ej]a’y = 2(a"1a71 — 2’227 2)|e;) (e

oder in der Basis {e', e?}

A = 2anzs, - mar)leNe]

(Fiir Orthonormale Basen gilt z;; = '; oder g;; = 0;;)

aij = (e;|Alej) = 2(xk12e1 — Trottes){esle’)(e’le;) = 2( _

a = (e'|Alel) = 2(zF12% — 2Faahs)(eller) (e]el) = 2(aFaty — aFaat0)0i6) = 2(ztia7y — 2Fanhs) = ayj
1

(a)) = (2129, — wisads)) = ( L ) - ( L ) = ( 5 )

Anmerkung 1 (Metrischer Tensor) : g;; =e;-e; =;; und g* =g~ ! — ¢ =

Weil der metrische Tensor eine Identitit ist und a* = g*ayeg¥, gilt @ = aij

Anmerkung 2 (Eigenwertgleichung in Indexschreibweise) :

Alx) = Aifxi) = (er]Alx;) = (er|Aa7sles) = Ai(ex|a7sle;) — arja?s = \ia®; (oder = Ajwyy)
Anmerkung 3 (Fiir nicht-selbstadjungierte Operatoren) :

Die Eigenvektoren sind nicht orthonormal : (x;|x;) = gi; # d;;

<

ksi
Tp1Ter — xkzxw)éi 5% = 2(%‘1%‘1 - $k2x£2)



Mit der dualen Vektoren x',x? wird der Tensor als A = Aj|x1)(x!| + Aa|x2)(x?| dargestellt.

Die dualen Vektoren sind die Linkseigenvektoren des Tensors (x'|A = \, (x¢|

b) Transformationsmatrix S : f; = s i€j

aj; = (fi|Alf;) = (ex|s*iAs’ ler) = s"is";(er|Aler) = s*is jane

(Kovariante Elemente werden mit der gleichen Transformationsmatrix S wie die Basisvektoren transformiert.)
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(“ij):(1 1)(2 0 )(2 1):(6 4)'

¢) Eigenvektoren in der Basis B : x; = 2%,

(B Alxs) = Nj(filxg) = (B]Ax™jl8) = N (fila™%;|f) — afa™; = Ajgia’™ 5 — bij = gi;

)
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Anmerkung : g*g’ = (TT")(S*S) =TT ' S°S=TS=1

=1
(Uberpriife die Gleichung mit dem metrischen Tensor (g;; = b;;) aus (c).)

e) a' = (fI|A|f7) = (eF|t', At |et) = t'4t7 o (eF|Alel) = t')t7 ja™*
(Kontravariante Elemente werden mit der Inverse T der Transformationsmatrix S transformiert.)
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alternativ :
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alternativ : (a”;) = (g akj)< 3 5 > ( 6 _4 > 2( s ) .
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@)= =(To (5 )=y )

Anmerkung : Fiir selbstadjungierte Operatoren ist die Matrixdarstellung des Tensors in einer Orthonor-
malbasis symmetrisch (oder hermitesch fiir komplexe Matrizen), d.h.

)-2( 4 ).
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dann wird die Transposition der Matrix in einer nicht-orthonormalen Basis
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Fuer nicht-selbstadjungierte Operatoren gilt in einer Orthonormalbasis a’; # a’;,
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In Indexschreibweise, o? P — a"jri(# aj x;)
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alternativ : Fiir den selbstadjungierte Operator <x1|A = A\ (x|
(xiAlfj) = (F*|2j, Alf) = N (xilfy) — 2,05 = Ml



