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6. Tutorium fir 26.11.2021
(Gruppen 1-4 : Online, Gruppen 5-6 : Présenz)

6.1 Lokale Transformation

Sei {ey, ey} die kartesische Basis im R? mit x = z'e;. Wir betrachten krumm-
liegende parabolische Koordinaten (7, 6) im R? welche durch die folgende Ko-
ordinatentransformation definiert werden,

' =x(7,0) = 70, und 2* = y(7,0) = (7% — 62)/2.

a) Geben Sie die Jacobi matrix J und die Tangentialvektoren entlang der Ko-
ordinatenlinien 0x/07 und 0x/00 an. Zeigen Sie, dass die Tangentialvektoren
wieder den Vektorraum R? aufspannen, und orthogonal aufeinander stehen.
b) Geben Sie die Basis {f;,f,} der infinitesimalen Anderung dx = dr'e; =
da''f; und die dazugehorige Transformationsmatrix S = s/; mit f; = s7;e; an.
Vergleichen Sie f; und f; mit den Tangentialvektoren 0x/97 und 0x/90 aus a).
c¢) Berechnen Sie x* = 7(z,y) und x? = 6(x,y), und geben Sie damit die
Koordinaten vom Vektor x = 2e; — e, im parabolische Koordinatensystem an.
d) Skizzieren Sie die Koordinatenlinien 7 = 2 und 6 = 3, und {f}, f,} an dem
Punkt (7,0) = (2,3).

e) Berechnen Sie gj; und ¢'”.

6.2 Differentialoperatoren

Betrachte eine lokale Transformation dz’e; = da''f; zwischen der Standardbasis
e; und der ortsabhéngigen Basis f; krummliniger Koordinaten. Die Transforma-
tion der Basisvektoren lédsst sich mit einer Transformationsmatrix S schreiben,

(fl fg fg):(el €9 eg)S.

Beziiglich der zu f; dualen Basis f’ schreiben wir auch dz'e; = dz'f’.

a) Geben Sie die Transformationsmatrix A zwischen den Differentialoperatoren
0; = 0/0x" und 9, = 9/02" (d.h. 9] = a’;0;) und Transformationsmatrix B
zwischen den Differentialoperatoren 9" = 9/dz; und 9" = 9/0x, (d.h. 9" =
b';07) an. Zeigen Sie auch, es gilt A =S und B =S

b) Fiir den Gradienten V = €'0; zeigen Sie V = {0, = f;0"". Zeigen Sie auch,
fir die Divergenz eines ortsabhingiges Vektorfeldes F'(x) (also V - F/(x) =
e - 0;F(x)) gilt V- F(x)=f"0F(x)=f-0"F(x).

¢) Berechnen Sie V x (Vz'%).

d) Berechnen Sie V x f°.

e) Zeigen Sie V - (3f;) = 0 fiir i = 1,2,3 und V = y/det g fiir den metrischen
Tensor g.

(HinweiB: es gilt die Identitat V- (ax b) =(V xa)-b—a-(V x b).)



f) Wir betrachten Kegelkoordinaten (7,1, h) im R3, gegeben durch die Koor-
dinatentransformation

2! =x(a,0,h) = ahcosl, 2*=y(a,0,h) =ahsind, x*=z(a,0 h)=h.
Wobei @ > 0, h € R und 0 € [0, 27). Berechnen Sie die dazugehorige Tranfor-
mationsmatrix S und die Basis {f}, fy, f3}

g) Erstellen Sie eine Skizze des Kegels der sich aus a@ = 1 ergibt. Berechnen
Sie die Basisvektoren f; und den Normalvektor n an die Kegeloberfliche an
dem Punkt (a,0,h) = (1,7/6,2) auf der Kegeloberfliche, und stellen Sie Thr
Ergebnis auch in der Skizze grafisch dar.

h) Berechnen Sie fiir die Kegelkoordinaten den metrischen Tensor g’ = g;; und
ds = v/dx*dx; und berechnen Sie die Lange der durch o« = 1 und h = 3 gegeben
Kurve mit Hilfe eines Wegintegrals iiber die Kegelkoordinaten.

i) Berechnen Sie das Volumen des Kegels 0 < < 1,0 <0 < 2rund 0 < h <3
mit Hilfe eines Integrals iiber Kegelkoordinaten.

j) Fortsetzung von a)-e). Zeigen Sie, fiir ein ortsabhéngiges Skalarfeld 1(x) gilt

V() = 30 (VeI 3,0(x)

Fiir den Laplace-operator V? ist auch die Notation A oder NV -V gebrduchlich.
1) Geben Sie den Laplace Operator V21 (x) in Kegelkoordinaten an.

Ankreuzbar: 1, 2ab, 2c-e, 2f-i, 2jl



