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6. Tutorium - Lésungen 26.11.2021

6.1 Lokale Transformation

a) Koeffizienten in Basis e; :x! = 2(7,0), 22 = y(7,0),

Oz(1,0) Oz(1,0) 0 .
J(r,0) =\ o,lte) oylte) | = ( S )
or 69

Fiir x haben wir x = x'e; + 2%ey = 2(7,0)e; + y(7,0)es
6x _ oz (T,0) 8y(‘r 0) Ox Oz (7,0) e

o Lt e2, G = T e + 2%,
daher( —’T‘ g—;‘ ): (er ex )J(r,0)

Die Jacobi-Matrix erfiillt J7J = (72 +62)I. Aus der Transformation oben ergibt sich das die Tangentialvek-
toren orthogonal aufeinander sind, daher sind sie linear unabhéngig und spannen den R? auf.

b) x = z'e;. Infinitesimale Anderung von x: x 4+ dx = x + dz'e; = (2 + da’)e;.

Darstellung von x beziiglich Parametern (7,6): x = x(79,6p) = x(70,600)e1 + y(70, 6p)ez. Eine infinitesimale
Anderung der Parameter (7,6) um x lisst sich mit Hilfe einer Taylor Entwicklung anschreiben:

x(1 + dr, 0y + db) = x(70,6p) + ( % % ) < Z; ) + Terme hohrer Ordnung in dr und df.

In einer verallgemeinerten Notation (2! = 2, 22 = y, 2’'' = 7, /> = 0 und f; fiir die Tangentialvektoren)

schreiben wir
X(l,ll + d;l:/l,wIQ + dx’2) ~ x(w/1’$/2) + dxlifi($/17$/2).
Die Basis f; entspricht also den Richtungen der infinitesimalen Anderung beziiglich der Koeffizienten 2’* lokal
um einen Punkt x, und erfiillt die Identitit x + dx = x + dze; = x + da'*f;.
Kurz zusammengefasst: Lokale Basistransformation (linearisierte Basistransformation fiir die infinitesimalen
Anderung),
x +dx = x + dz'e; = x + (3272%)da"e; = x + da'’f;. — f; = (;272%)e;
Daher f; = (8:E’7 zl)e; + (81,7 7?)ey
bzw. fi = (Zx(7,0))er + (Zy(7,0))es = &= und f5 = (Zx(7,0))er + (Fy(r,0))es = 2=
Wir erhalten also wieder die Tangentlalvektoren entlang der Koordinatenlinien f; = %, f = %'
Die lokale (ortsabhéngige) Transformationsmatrix entspricht der Jacobi-Matrix S = J, siche a).
Aus a) folgt {f;,f2} sind orthogonal, aber nicht normiert (f; - f; = f5 - fo = 72 + 6?).
c) 22 +y? =720% + 1/4(7* — 27202 + 0*) = 1/4(7* + 272602 + 6%) = 1/4(72 + 62)*
Valry? =+1/2(r2 +62) =02 +y

+/22 + 92 —y = 62, wobei \/22 +y2 —y > 0, withle § = \/ /22 + y2 — y. Wir erhalten 7 = z/0.
Zu jeder Losung (7,0) gibt es auch die Losung (—7, —0).
Fiir x = 2, y = —1 erhalten wir 7 = 1.11 und 6 ~ 1.80.
d) Fiir fests 7 = 2:

2(1,0) =20, y(1,0) =2 — 0%/2

Substituiere § = z/2 in y Gleichung,

Kurve ergibt sich aus (z,y) mit y = y(x) =2 — 22/8 2t

Fiir fests 0 = 3: ol

x(1,0) =37, y(1,0) = 72/2 - 9/2 ? =y A f
Substituiere 7 = /3 in y Gleichung, - P
Kurve ergibt sich aus y(z) = 22/18—9/2 Die Einheitszellen bilden M =3 ?
selbst ein hexagonales Gitter. ©

Fiir 7 = 2, § = 3 erhalten wir 2! = 6, 22 = —5/2. sl

Jacobi Matrix am Punkt 7 =2, § = 3:

0 r 3 9
() e

Also f; = 3e; + 2e5 und fy = 2e; — 3eq




e) Metrischer Tensor fiir die lokale Basis
g = (gj;) mit gj; = f; - £ = (s'ser) - (s jex) = s'is” ;00 = [ST'S);;
In Matrixschreibweifle, mit Transformationsmatrix S,

g/:STS:(ﬁ je)(i —Te>:(72+92)<(1) 2)

Die lokale Basis f; hat eine duale Basis f’, mehr dazu in Bsp 6.2. Weil f; orthogonal sind ergibt sich f! =
£;/(f; - £;) = £ /(7% + 6%) (ohne Summe), und

gl* = (g/”) mit g/ij = fi . fj = 1/(7’2 + 92>2fi . f] = 1/(7‘2 + 02)(5U

In Matrixschreibweile: Duale Basis wird mit T = S~! transformiert, fiir den metrischen Tensor g'* ergibt
sich g’ = TT” siehe auch Losung zu 5.2 d). Aus T = S~ folgt g = (g') .

N _ 10
g’:(g’)1:7_2i02<0 1)

Bemerkung: Falls f; zusiitzlich normiert ist, dann wire {f;,f>} eine orthonormal Basis und wir erhalten
fi =" und g;; = ¢"7 = d;;.

6.2 Differentialoperatoren

Bemerkung/Wiederholung von Bsp 6.1: Es gilt x = z'e;, wobei die Koeffizienten z* = x(2'*, 2%, 2"3) als
Funktionen von neuen Koeffizienten/Parametern (z'1, 2%, 2"3) zu betrachten sind, wir kénnen uns also auch
x = x(zt,...,2'™) vorstellen. Wie wirkt sich nun eine infinitesimale Anderung der Parameter x'*, 22, z'3
auf den Punkt x = x(a',2"%,2"®) aus? Fir die geinderten Parameter schreiben wir x'* + dz'* und fiir die
infinitesimal Anderung im Vektor schreiben wir x + dx. Die infinitesimal Anderung dx ldsst sich in einer
lokalen Basis beziiglich Tangentialvektoren schreiben dx = dx"f;, siehe 6.1 b). Die Basis f; hingt vom Punkt
x ab, also f; = £;(x).
a) dx = dr'e; = Ojx'dr"e; = da"f; — f; = s'je; mit s'; = O’
(Siehe auch 6.1 ab), S entspricht der Jacobi-Matrix am Punkt x.)

ozt dxl Bzl

81’21 63v’22 830’23
S=J= Oz~ Oz~ Oz~

ox’1 ox'2 dx'3

x> dx® 3

oz't ox’?2  9x'3
Die Ableitung 9.: ein Punkt x = x(z'1,...,2'™) hingt von den Parametern z'7 ab und die Ableitung 0! ist
die partielle Ableitung nach dem jeweiligen Paramter. Wir erhalten djx = f;.
Ableitungen transformieren
0l = 52 = 37"”,118%] = (0[27)0; = s7;0; = a?;0; - A =S (d.h. 8/ ist eine kovariante Komponente)
Die zu f; duale Basis ergibt sich aus f/ = t/;e’ mit S™! = T = (#/;). Wir konnen jetzt dx beziiglich der dualen
Basis darstellen dx = dx;e’ = dx;-fj. Lokal um einen Punkt x konnen wir nach den dualen Koeffizienten
ableiten 97 = 2. Diese Ableitung erfiillt 9"*x = f’. Wir erhalten

oz’ "
dx = dze’ = (8" x;)dre’ = daif7 — £ = t7;e' mit t7; = (072;) = gi,
0" =(0"x;)0? =t",0 =b";0’ = B=T = Sfl (d.h. 9" ist eine kontravariante Komponente)
b) Orthogonalitit der dualen Basis : f; - f/ = 0] — f' = (S7')" ¢/ =t';&/ (T =87")
— £10) = (tie?)(s7,0;) = (ST)!  e"0; = 5e"0; = e10;(= e,0, + e,0, + €,0.) =V
£,0'" = (eps®;)(t1;07) = (ST)’“jekaj = 0ferd’ = e;0’
Analog fiir Divergenz A
fi . BZ/F = (tikek) . (Sjla])F = (ST)Jkek . 8JF = (%ek . 8]F = ej . 8JF =V_-.F
f, - 0''F = (eys;) - (t',0")F = (ST)”“jek - 0'F = bkey, - 0'F = e; - 9'F =V -F

Fine Bemerkung zu den folgenden Beispiele: Die ortsabhéingige Basis f; und die Differentialoperatoren kom-
mutieren nicht (zb. 0f; # £;0, im allgemeinen, das wird auch aus der Darstellung von f; beziiglich der
parabolischen Koordinaten in Bsp 6.1 und weiter unten beziglich der Kegelkoordinaten klar.) Wir kinnen
uns f; = £;(x) vorstellen, bzw. s7; = s7;(x), £1 = £I(x), t/; = t1;(x), g = g (x) etc.
¢) Im Kreuzprodukt mit einer orthogonalen ortsunabhéngigen Basis behandeln wir die Differentialoperatoren
wie lineare Faktoren, V x (Va'") = (e*0y) x (e!9jz"") = (e}, x €)0r01z"" = ek 0,0
V x (Vx’i) — Ejkl 8}.38[ =0

~~ ~

asymmetrisch symmetrisch



Erklirung zu Summe iiber asymmetrischen - symmetrischen Terme: Diagonalterme ! = k sind null weil
g;u = 0 ( asymmetrisch). Uberlegung fiir Summenterme mit [ # k, fiir jeden Summenterm mit Index I, k
kommt in der Summe auch ein Summenterm mit Index k,{ vor, und weil €5 = —eji ( asymmetrisch)
und 9x0; = 0,0k (symmetrisch) loschen sich diese Terme aus. Analog lisst sich dieses Ergebnis auch fiir ein

Skalarfeld 1 (x) statt 2'* zeigen.

Anmerkung : Die Rechnung in der ortsabhéngigen nicht-orthonormalen Basis ist viel aufwendiger:

V x (Va') = (£50)) x (£0]a") = (£°8), x £)0}a’* + (£, x £,)0, "t

Der 1.Term, £¥9; x f! = V x f!, muss ohne dem Ergebnis von (d) gerechnent werden.

Zusitzlich gilt £, x f; = Vejpef? im 2. Term
Uberlegen Sie immer, welche Basis optimal fiir die Rechnung ist.

d) In b) haben wir gezeigt V = /9, daraus folgt V" = £79}2" = f* und wir erhalten V x f' = V x (Va").

Aus c¢) folgt V x (Vz'") = 0 und daher gilt V x f* = 0.

e) Die folgenden Identitéiten haben wir bereits in der Losung von Bsp 5.1 gesehen:

V:fl'(fQng): det(g)%fIZ%fQngundf&:szst
In der Angabe einsetzen:
(L) =V (F2 x£3) = £2 ). 3 —£2. 2 )=0
Vo(ph) =V (2 x£%) = ( V<7 ) (Vxf )
=0, Bsp. d) =0, Bsp. d)
Analog fiir V- ($f2) =0 und V - ($f3) = 0.

9o oq  on hcos —ahsinf «cosf
f) S Qe Gz O = | hsinf ahcos asinf |,
g 96 Oh
9z dx°  dx° 0 0 1
da 90 Ok
die Matrixinverse S~™! wird fiirs Beispiel nicht verlangt, wir haben aber
h=lcosf h~1lsin® —ah™!
S-1— —a"'h™1sind ath lcosh 0
0 0 1

Fiir die Basis f; ergibt sich
f1 = h(cosfe; + sin fes),
fo = ah(—sinfe; + cosfes),
f3 = acosfe; + asinfey + e3.
g) Wir haben a =1, 0 =7 /6, h = 2.
Winkelfunktionen cos(7/6) = v/3/2, sin(r/6) = 1/2.
In kartesichen Koordinaten z! = /3, 22 =1, 23 = 2.
V3 ~1 V3/2
f,=f = 1 L fo=fH=| V3 |, f=£f= 1/2
0 0 1
und fiir den Normalvektor erhalten wir n = f5 x f3.

Wihle positives Vorzeichen fiir den Normalvektor der nach aufien zeigt (Orientierung vom Normalvektor).

ah cos 6 V3
n= ahsind = 1
—a?h -2

(|| = ahv/1 + a2 ergibt infinitsemale Anderung der Oberfliche dA.)



h) g’ berechnen, dhnlich wie in 6.1 e). In Matrixschreibweife:

hcos 6 hsing 0 hcos —ahsind «cosb h? 0 ah
g =87S=| —ahsind ahcoshd 0 hsinf «ahcosf asinf | = 0 o2h? 0
o cos asinf 1 0 0 1 ah 0 a?+1

Infinitesimale Anderung des Weges ds = ||dz| = v/dz - dz, duale Darstellung dz = dx;f* und nicht-duale
Darstellung dr = dz*f; kombinieren um das Innere Produkt aufzulésen.

Das ergibt dz - dz = da;dx*. Umschreiben dx; = f; - dx = f; - (dx'jfj) und mithilfe der Metrik dx; = dx/jgij.
Einsetzen ds = Vdx - dv = da''dz" g;; = (hda" da’" + o?h?da’?da’ + (o + 1)dz3da’® + 2ahda’ dz'®) 12,

Wir wollen die Lénge des Weges C1 = {(a, 0, h)|a =1,h = 3,0 < 6 < 27} berechnen.

Je, ds = o, (da"da” gij = hPda" da' + o®hPda"da’ + (@ + 1)da"3dz’ + 2ahda’ dz'?) 1/2

a und h sind auf dem Weg C; konstant (o = 1, h = 3) und deswegen fillt d2’* = da und d2’® = dh weg, es
bleibt dz? = db:

o, ds = [ (a®h2d6?) 2T ahdf = 2mah = 6.

Das stimmt {iberein mit dem Umfang des Kreises mit Radius ah = 3.

i) dV = | det S| Determinante von 3 x 3 Matrix berechnen, wir erhalten

dV = |det S| = ah?dadddh.

Sei Cy = {(v,0,h)]0 <a <,0<h <3,0<6< 2}

Volumen des Kegels ergibt sich aus dem Integral

Jo, dV = [ 57 [ 1det J|dhdoda = [y [37 [} ah? dhdf do = 2m(a?/2)|}_o(h®/3)[3_y = 9.

Nachrechnen mit Formel fiir Volumen von Kegel mit Hohe h und Radius r, Volumen ist V = 7/3r%h. Der
gegebene Kegel hat Radius r = ah = 3, also V = 9.

)V (Vip(x) = £ -0 (£;07)(x))

= £ 0, (VO7(x)) (V7)) = £ (V7H;)0[(VOT(x) + (VO (x))E" - 0(V ;)

wir haben f - 9/(V ;) = V- (V7Uf;) = 0 siehe e),

V- (Vib(x) = £ (V7H5)0(VOTp(x)) = V1850{(VOT1)(x)) = V10V (x))

Fiir die Transformation der Ableitung 9" — 9] erhalten wir die gleiche Transformationen wie fiir f* — f;:
Ableitung umschreiben mit Hilfe von a), 8" = t";07 = t*;0; mit T =S~!, T = (¢/,).

Aus 81’ = Sjiaj ergibt sich tzké’; = tiksjzﬁj = 5kj6j7 also Bj = tljal/.

Zusammen 9" = t';0; = t';t ;0] = [TTT);,0, = ¢'"0,

In V- (Vi(x)) = V19/(VD"(x)) oben 8" = g'7 ] einsetzen fiihrt zum gewiinschten Ergebnis.

1) Wir haben detg’ = h*a?(a? + 1) — a*h* = o?h*, also V = /det g’ = ah?.

Berechne g™* = (¢%): Mit T'= S~! gilt g’* = TTT =g'~!

1/2

(a? +1)h2 0 —ah™?
= 0 a 2p2 0
—ah™! 0 1
Verwende Formel aus j), wir werten die einzelnen Terme 8£Vg§j8}, fir i,j =1,2,3 aus:
V = ah?
i=1,7=1, gl =(@%+1Dh2: 04(a®+al)0, = (3a%+1)d4 + (a3 + a1)Dy 00
i=2,j=2, ¢*?=a2h"2: a~19p0y
i=3,7=3, ¢3¥=1: Onah?0y, = 2ahdy, + ah?0,0n
i=1,7=3 ¢g¥=—ah!: —0,,02h0, = —20hO), — >hd, 0
i=3,7=1 ¢3 =—-ah!: —0pa?h0y = —0%20, — a?hOK0,

sonstige Summenterme fallen weg weil g’ = 0

Aufsummieren ergibt

(a3 4+ at)0q00 + 1090y + ah?0,0p + (302 4+ 1)0, + 2ahOy — 20hO), — a0 — 2a2hO), 0,
= (a® + a1)0,00 + 710909 + ah?040) + (202 + 1)0y — 2020}, 04

Mit V! = o~ 'h=2 multiplizieren ergibt

V2 = (012 + 1)h728aaa + 0472h728989 + On0y, + (204 + ofl)h”@a - 2ah*18h8a



