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7. Tutorium - Lésungen 3.12.2021

7.1 Delta-Distribution und Heaviside-Funktion
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7.2 n-dimensionale Kugel
a) Volumen der n-dimensionalen Kugel : V,,(R) = [~ -+ [T H ( = > a?) drydzy -+ - day,
In (n — 2)-Dimensionen V,,_s(y/R? — 23 — 23) = [ f H((R? — 2} —23) — Y1 0?) dogday - - - day,

[ [0 H(R? — a3 — a3) Vo (VV/R2 — 2F — x2)dx1dx2

= f7 - R2 — 2 —a3)H ((R? — 2% — 23) — X! , 22) dwrday - - - dxy,
= f_oo f_oo — o} —23)H (R? - ZZ L 22) dwydag - - - day,

Wenn R? — Z? Lx7 >0, gilt auch R? — 2% — 23 > Y7 27 > 0.
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b) Jacobi-Matrix der Polarkoordinaten (x1, z2) = (rcosf,rsinf), J = < o o ) = ( cosf  —rsinf >
or

sinf  rcos6
Volumenelement (Fléichenelement) dzxydxe = |detJ|drdd = r

=7 R2 — r2)V,_o(VR? — r2)rdrdd = 27 fo —o(VR? — r2)rdr
Anmerkung : Wenn wir annehmen, dass V,,(R) = R"V,(1), gllt Vn(R) = 21V fo /2=y qp.

Mit der Koordinatentransformation : = R? — r2

Vi (R) = 7V_o(1) [ 2/2de = 2xV,_»(1)R" = 2RV, _5(R)

¢) Va(R) = 27 [ Vo(VRZ — r2)rdr

Mit dem Volumen der 2-dimensionalen Kugel (Fliiche des Kreises) : Vo(R) = mR>
Vi(R) =27 fOR m(R* — r?)rdr = 2r?(1R* — 1R") = 1x?R*

d) Die Delta-Distribution ist eine Ableitung der Heaviside-Funktion : §(R) = iH (R)
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Anmerkung :



H(R Zf1x>—1wennR>\/ 11:1: sonst 0.

(R2 Zl 1% > =1 wenn R > \/756 oder R < — Z?:l x?, sonst 0.

Wenn wir nur den Bereich R > 0 betrachten, sind die beiden Heaviside-Funktionen gleich
H(R— Zf L X > —H(R2 ZZ 1x2) wenn R > 0.

e) L H(R?) =2R§(R?) — §(R?) = 55 L H(R?)
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oder mit £ = R?, 6(R?) = §(E) = 4 4 wH(E) (wobei%z%%—%%)
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Anmerkung : Wir nehmen an, dass die Dimension der Variable R Lange L ist,
Die Dimension der Heavisidefunktion H(R) ~ 1 — [ dzidzodzsdasH(R — /Y. i Z
Die Dimension der Heavisidefunktion H(R?) ~ 1 — [ dzidzodzsdryH(R? — Z ) L4
Die Dimension der Delta-Distribution 6(R) ~ 1/L — [ dzydzodasdzsd(R — /Y., x7)
Die Dimension der Delta-Distribution §(R?) ~ 1/L? — [ dzidzedzsdzsd(R? =Y, a:l) ~ L2

7.3 Heaviside-Funktion und Cauchyscher Hauptwert
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\ 1 \1 oberer Halbkreis :
Cy ={z=Re?0< 6 <7},
Re(z) Re(2) geschlossener oberer Halbkreis :
Ci=C+{z=2|-R<z <R}
Im(z Im(z unterer Halbk_reis :
() R ® R Co = {2z = Rem < 0 < 21},
Re(2) Re(2) geschlqssener unterer Halbkreis :
Cy=Cy+{z=z|R>2>—R}
k., Z3
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Zwei Méglichkeiten fiir die Rechnung des Integrals :
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Konturintegral entlang der geschlossenen Halbkreise (Residuensatz)
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Konturintegral entlang der offenen Halbkreise
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Da sinf > 0 auf C; (d.h. 0 < 6 < ), gilt |e | == 0 fiir x > 0, baw. |“f——| — O.

Im Limes R — 00, [, ZefT;dz — 0 wenn z > 0

piv=
s—-dz — 0 wenn z <0

In dhnlicher Weise gilt im Limes R — oo, [x,

Anmerkung : limp_,o fél f:—zizsdz # 0 wenn z < 0 und limp_. s féz %dz # 0 wenn z > 0.
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Wenn z > 0 ist es leichter, das Integral mit Hy(z) = ﬁ lim, o+ imp 00 (5%1
rechnen. Das Ergebnis ist Hy (x) = lim,_,g+ e €% =1

Wenn z < 0 ist es leichter, das Integral mit H (z) = 5L lim._,o+ limp_o0 (— e, ZefT;dz + Je, ZE_—T:Edz) zu
rechnen. Das Ergebnis ist Hy(x) =0



b) dhnlich wie (a)
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Wenn 2 >0, H_(2) = 1+ 55 lim._o- limp 00 § S22
Da der Pol z = ie (¢ < 0) auBerhalb des Kreises C ist, H_(x) =1
und wenn z < 0 H_(z) =1 — hmgﬁo limp_yeo fﬁCz %dz =1-lim,,p- e * =0
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oberer Halbkreise :
C, = {z=Re”|0 <0 <}
und Cs = {z =re??|0 < 0 < 7}
geschlossene Kontur :
C, = Cl—C3+{Z = ZL’|—R <x< —7'}
Re(z) +{Z = CE|’I‘ <z < R}
unterer Halbkreise :
Cy = {z=Re"|r < 0 <2}
und Cy = {z = re|r < 0 < 21}
geschlossene Kontur :
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Der Hauptwert P ffooo elt

= lim, o+ (f_

P gy anm limp oo (f, < dz fél )
oder ’Pffo = lim, g+ limp_ oo (fﬁc Z dr+ f02 - _ f@ ei:z d2’>
gerechnet.

Konturintegral entlang der geschlossenen Kurven (Residuensatz) : ¢ ei:z dz = ¢, e
Konturintegral entlang der offenen Halbkreise mit Radius R :
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Da sin > 0, gilt limg 0 fc dz =0 wenn x>0

In dhnlicher Weise limp_; o0 fc z €4z =0 wenn x < 0

Konturintegral entlang der offenen Halbkreise mit Radius 7 :

lim, o+ [, dz = lim, g+ fo” i< dg = [T idf = mi

lim, ot [, S dz = lim, o [27 i7" d0 = [*7id = mi

Hauptwert :

Wenn z > 0, Hy(z) =14 52-(0— 0+ mi) =1 und wenn z < 0, Hy(z) =  + 5 (0+ 0 — 7i) =0
Anmerkung : Sokhotski-Plemelj-Formeln

lime o+ 70 fﬁi dz = Firp(0) + P [, @dw
Hinweis : In den abgegebenen Lésungen haben einige Studenten die Formel sgn(z) = 2 [* bm(’m)dk

ohne Beweise verwendet. Aber bitte iiberlegen Sie nochmals, was in der Angabe gefragt ist: Dle Konvergenz
des Integrals ist die Frage. In der Tat ist der Beweis dieser Formel gelichewertig wie die Rechnung des
Integrals in der Angabe. Die Umschreibung des Ausdrucks e®! mit trigonometrischen Funktionen oder der
Heaviside-Funktion mit der Vorzeichenfunktion ist sicher nicht die Hauptfrage. Falls Sie einfach die Formel
verwendet haben, versuchen Sie, das Integral zu rechnen. Das ist eine sehr sinnvole Ubung und wertvoll fiir
die kommenden Tutorien.



