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9. Tutorium für 17.12.2021
(Gruppen 1-8 : Online)

9.1 Gamma- und Beta-Funktionen

a) Berechnen Sie für positive Konstanten m, k, T und Ganzzahl n das Integral

vn =
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∫
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−∞

vne−mv2/(2kT )dv

und schreiben Sie das Endergebnis mithilfe der Gamma-Funktion an.
b) Schreiben Sie den Ausdruck

1

2

3

2

5

2
· · · 2k − 1

2

2k + 1

2

mithilfe der Fakultät (aber ohne Doppelfakultät) um.
c) Zeigen Sie, dass für Ganzzahl n das Integral

In =

∫ 1
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x2n√
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dx = B
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wobei B(x, y) die Beta-Funktion ist. Berechnen Sie das Integral In für n =
1, 2, 3, 4

9.2 Greensche Funktion (II)

Betrachten Sie eine inhomogene Differentialgleichung Lty(t) = δ(t− t′) wobei
der Operator Lt durch

Lty(t) =

(

d

dt
+ 2i

)(

d

dt
− i

)

y(t)

definiert ist.
a) Finden Sie die Fouriertransformation G̃I(ω) einer Greenschen Funktion
GI(t, t

′), die die inhomogene Differentialgleichung erfüllt und zeigen Sie, dass
die Pole der Greenschen Funktion G̃I(ω) auf der reellen ω-Achse liegen.
b) Berechnen Sie den Cauchyschen Hauptwert der inversen Fouriertransforma-
tion GP (t− t′) = 1

2π
P
∫

∞

−∞
G̃(ω)eiω(t−t′)dω.
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9.3 Separationsansatz und Sturm-Liouville-Problem II

a) Führen Sie den Separationsansatz ψ(x, y) = f(x)g(y) der Differentialglei-
chung

(1− x2)y∂2xψ(x, y)− xy∂xψ(x, y) + y2∂2yψ(x, y) + ∂yψ(x, y) = 0

(−1 ≤ x ≤ 1 und y > 0) durch und schreiben Sie die Differentialgleichungen
der x- und y-Koordinaten an. Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung der
x-Koordinate durch (1− x2)f ′′(x)− xf ′(x) = −λf(x) gegeben ist.
b) Transformieren Sie die Differentialgleichung der x-Koordinate (1−x2)f ′′(x)−
xf ′(x) = −λf(x) in die Sturm-Liouville’sche Gestalt

(

d

dx

[

p(x)
d

dx

]

+ q(x) + λρ(x)

)

f(x) = 0 .

c) Schreiben Sie unter Verwendung des Ansatzes f(x) = a1x + a3x
3 die Dif-

ferentialgleichung aus (b) in die Matrixdarstellung Ma = −λa um, wobei
a = (a1 a3) und M eine 2× 2 Matrix ist.
d) Berechnen Sie die Eigenwerte λi (λ1 < λ2) und die Rechtseigenvektoren
der Matrix M aus (c) und schreiben Sie die Eigenfunktionen fi(x) der Diffe-
rentialgleichung an. Nehmen Sie an, dass für die Eigenvektoren a1 = 1, und
bestimmen Sie nur a3. Die Eigenvektoren müssen nicht normiert sein.
e) Berechnen Sie die Matrixelemente Lij des Operators Lx = d

dx

[

p(x) d
dx

]

+q(x)
aus (b) bezüglich der Basis {f1(x), f2(x)}.
Hinweis : Lij =

∫ 1

−1
fi(x)Lxfj(x)dx

Ankreuzbar: 1a-c, 2ab, 3a, 3bc, 3de
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