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9. Tutorium - L&sungen 17.12.2021

9.1 Gamma- und Beta-Funktionen
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Anmerkung 1 : Das Ergebnis aus (a)
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Anmerkung 2 : Die Fakultét n! ist fiir nicht-negative Ganzzahlen n definiert. Die Gamma-Funktion ist die
Erweiterungen der Fakultéit fiir nicht-ganze Zahlen.
c) Koordinatentransformation : ¢t = x? und dt = 2xdx
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Anmerkung : m-dimensionale Kugel (siehe Bsp 7.2)
Volumen : V;,(R) = R™V,,(1) — f Vi1 (VR2 — 22)dx = V,,_1(1) f_RR( R% — z2)™~ldy
Koordinatentransformation : ¢t = (x/ R)
Vin(R) = RViu_1(R) [y (1 — )= D/2t-1/2dt = RV,,, 1 (R)B((m + 1)/2,1/2)

oder, wenn m = 2n, Vzn(R) RVanl(R) (n+1/2,1/2)

9.2 Greensche Funktion (II)

a) Fourierentwicklung der Greenschen Funktion: G(¢,t) f G(w) e =) gy
Ersetzung in die leferentlalglelchung LG, t)=6t—1t )
o= [0 (iw + 2i) (iw — ) G(w) € dw = & [*_ ety

Verglelch der Tntegranden: G(w) = _Wl(w*l) =1 (%Jrz — ﬁ)
2 Pole sind w = —2,1
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wird mithilfe des Konturlntegrals (siehe Abb.) gerechnet.
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Anmerkung 1 : Das Integral kann auch mit einer Verschiebung der Pole w = —2 + ig, 1 4 ¢ gerechnet werden.

G (t, t/) = lim, o+ 6# [ 00 eiw(t,t-’)dw _ foo eiw(t,t’)d } _ %H(t—tl) (e—2i(t7t/) _ ei(t*t’)) (Nachrechnen!)
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Mit dem Sokhotski-Plemelj-Formeln lim,_o+ [ f(‘f)s dz = imp(0) + P [ @dw

wird der Hauptwert gerechnet als :

Gp(t7t/) _ _‘WG zw(t t’ )| o0+ Z’ir zw(t t)| —0+ G+(t,t/) _ _%' (672i(t7t’) . ei(tft/)) + G+(t,t/)
Go(t,t') = Gp(t,t') — G4 (t,t') ist eine Losung der homogenen Differentialgleichung £,Gg(t,t") = 0.
Anmerkung 2 : Analogie zum Spektraltheorem

wt

et : (orthogonale) Eigenfunktion des Differentialoperators, d.h. Le™! = —(w + 2)(w — 1)t = \(w)e™?
Spektraltheorem : (¢|L[t) = (2m)~! [T AMw) e =t dy ( Yoy A(w )M mit (tjw) = ei‘*’t)

Inhomogene Differentialgleichung LG(t,t') = (¢|LG|t') = 6(t —t')

— G(t,t) = {t|GIt') = ¢ L) (6(t —1t) ist analog zur Elnheltsmatrlx)

Greensche Funktion : G(¢,t') = (t|L7|t') = L et dw wobei W = G(w)

In allgemeinen Fillen, wenn die Elgenfunktlonen des Dlﬁerentlaloperators gefunden werden konnen (siehe

Sturm-Liouville-Problem), kann eine Greensche Funktion mithilfe des “Spektraltheorems” bestimmt werden
kann.

9.3 Separationsansatz und Sturm-Liouville-Problem

a)Separationsansatz : ¥(z,y) = f(z)g(y)
(1 =)y f"(z)g(y) — zyf'(x)g(y) +y2f( )9" () + f(@)g' ()
(1 —a?)f"(x)g(y) — xf'(2)g(y) + yf(2)g" (y) + ; f(2)g' (y) =
2y " (2) f(x) W 19w
(1-2%) Ty~ ¥ V) ) 0
2 (= x ') 19
—(1 =2 Ty T2 = Ve Ty
linke Seite: Funktion von z (und unabhiingig von y), rechte Seite: Funktion von y (und unabhéngig von x)

— Die Gleichung gilt fiir beliebige 2,y nur wenn die beide Seiten konstant sind (unabhéngig von z,y).

nF@ , F@) _ g, 19W)
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(1—a®)f"(z) —af'(x) = —Af(2)

b) Die Sturm-Liouville’schen Gestalt:

(& [p(e)2L] + g(x) + Ap(@)) F() = 0 = p(@)f(2) + P'(@) f'(2) + a(@) (@) + Ap(a) f () = 0
Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :

p'(@)/p(z) = —2/(1 —2?) = (1/2)(1/(1 + 2) — 1/(1 — x)), q(x)/p(x) = 0 und p(z)/p(z) = 1/(1 - 2?)
= p(a) = (1 -2, q(z) =0, p(z) = (1 - 2*) 7/

c)

f(@) = a1z + az2®, f'(z) = a1 + 3az2?, f(x) = 6asx

(1—a2)f"(z) —af'(z) = =\f()

— (1 — 2?)(6azr) — z(a1 + 3azx?) = =X a1z + azz?)

— —9a323 + (6az — a1)z = —A(a1x + azx®)

Diese Gleichung gilt fiir beliebige werte von z

oll
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Anmerkung : Die Koeffizientenvergleich deutet an, dass {x, 2%} eine linearunabhiingige Basis ist. (2? ist ein
Potenz und nicht eine kontravariante Komponente)
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Wenn A\ = 1, ist der Eigenvektor (1,0). fi(z) =

Wenn Ay = 9, ist der Eigenvektor (1,—4/3). fao(z) =z — (4/3)2®
e) L = [1, fi(@)Lafr(@)dr = [1| fi(@)(—M)p(x) fi(2)de = — [, = = -

Lios = [1) fi(@) Lo fo(x dxzfjlfl(x)(—A2)p(x)f2( )dz = -9 [ % 9T 4124237 =0
Loy = [} fo(@)Lofi(w)da = [1) fo(w) )(@ﬁ(mxfﬂwﬂwa

1 xr— z%)? s 3T s s
Loz = [y fo(@)La fala)de = =9 [, f2 (@) fa(@)de = =9 J7, CpB = 0 (5 - 35 + 9F) = —3
Anmerkung : Das Endergebnis zeigt, dass die Eigenfunktionen (mit der Gewichtsfunktion p(x)) orthogonal zu
einander sind. Die Symmetrie in der Matrixdarstellung bedeutet, dass der Differentialoperator selbstadjungiert

ist.



