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1 [ 30 Punkte ] Rechenbeispiele

a) εijkaibjck → z.B.





a1
a2
a3



×





b1
b2
b3



 ·





c1
c2
c3



 =





1
2
1



×





1
3
2



 ·





1
1
1



 = 1

b) Für Orthonormalbasis ei = δije
j

f1 ist orthogonal zu f2 und f3. f1 = cf2 × f3 = c(e2 − e3) und f1 · f1 = c = 1 → f1 = e2 − e3
f2 ist orthogonal zu f3 und f1. f2 = cf3 × f1 = c(e1 − e2 + e3) und f2 · f2 = c = 1 → f2 = e1 − e2 + e3
f3 ist orthogonal zu f1 und f2. f3 = cf1 × f2 = c(e1 − e2) und f3 · f3 = c = 1 → f3 = e1 − e2

Alternativ : I =





f1

f2

f3




(
f1 f2 f3

)
= T





e1

e2

e3




(
e1 e2 e3

)
S = TS → S = T−1

(
f1 f2 f3

)
=

(
e1 e2 e3

)





1 1 0
1 1 1
0 −1 −1





−1

=
(
e1 e2 e3

)





0 1 1
1 −1 −1
−1 1 0





c) ei = eℓsℓ1, Koeffizientenvergleich : sℓ1 = 1 wenn i = ℓ, sonst sℓ1 = 0 → sℓ1 = δℓi
In gleicher Weise sm2 = δmj und sn3 = δnk
detS = εℓmnsℓ1sm2sn3 = εℓmnδℓiδmjδnk = εijk
Alternativ : Wenn i, j, k eine Permutation von (1, 2, 3) ist, ist S eine Permutation der Spalten in der Ein-
heitsmatrix. Für eine gerade Permutation detS = 1 und für eine ungerade Permutation detS = −1.
d) (∂ixj)(∂ixj) + (∂ixi)(∂jxj) = δijδij + δiiδjj = δii + δiiδjj = 12

2 [ 35 Punkte ] Spektraltheorem

a) Projektor auf den Vektor f1 : P̂1x ist parallel zum Vektor f1
z.B. P̂1e1 = 4

5e1 +
2
5e2 = 2

5 (2e1 + e2) → f1 = 2e1 + e2 oder f1 = c(2e1 + e2) mit einem beliebige c (c 6= 0)

P̂2x ist parallel zum Vektor f2
z.B. P̂2e1 = 1

5 (e1 − 2e2) → f2 = e1 − 2e2 oder f2 = c(e1 − 2e2) mit einem beliebige c (c 6= 0)
b) f1 · f2 = 0 : f1 und f2 sind orthogonal

P̂1 · P̂2 = f1⊗f1

f1·f1
· f2⊗f2

f2·f2
= 1

f1·f1

1
f2·f2

f1 ⊗ f1 · f2
︸ ︷︷ ︸

=0

⊗f2 = 0

P̂1 · P̂1 = 1
(f1·f1)2

f1 ⊗ (f1 · f1)⊗ f1 = 1
f1·f1

f1 ⊗ f1 = P̂1

Ebenso P̂2 · P̂2 = P̂2

Alternativ : Nach einer Projektion, werden Wiederholung der gleichen Projektion einen Vektor nicht ändern,
d.h., P̂i · P̂i = P̂i

c) Q̂f1 = 3P̂1f1 − 2P̂2f1 = 3f1 und Q̂f2 = 3P̂1f2 − 2P̂2f2 = −2f2
f1 ist ein Eigenvektor mit dem Eigenwert 3 und f2 ist ein Eigenvektor mit dem Eigenwert -2
d) Aus (b), Q̂n = (3P̂1 − 2P̂2)

n = 3nP̂1 + (−2)nP̂2

Matrixdarstellung in der Basis B: 1
5

(
4 · 3n + (−2)n 2 · 3n − 2(−2)n

2 · 3n − 2(−2)n 3n + 4(−2)n

)

e) Q̂nf1 = 3nP̂1f1 + (−2)nP̂2f1 = 3nf1 und Q̂nf2 = 3nP̂1f2 + (−2)nP̂2f2 = (−2)nf2
f1 ist ein Eigenvektor mit dem Eigenwert 3n und f2 ist ein Eigenvektor mit dem Eigenwert (−2)n

3 [ 35 Punkte ] Tensor

a) Âe1 = (aijei ⊗ ej)e1 = ai1ei = −e1 + 2e2 → a11 = −1 und a21 = 2

Âe2 = (aijei ⊗ ej)e2 = ai2ei = e1 − e2 → a12 = 1 und a22 = −1
b) Wir notieren ei = tjifj wobei sijt

j
k = δik

In Matrixdarstellung

(
t11 t12
t21 t22

)

=

(
s11 s12
s21 s22

)−1

=

(
1 1
−3 −2

)−1

= 1
7

(
−2 −1
3 1

)

1



Â = aijei ⊗ ej = aijtkifk ⊗ tℓjfℓ = tkia
ijtℓjfk ⊗ fℓ → a′ℓk = tkia

ijtℓj
In Matrixdarstellung bezüglich der Basis F :
(

a′11 a′12

a′21 a′22

)

=

(
t11 t12
t21 t22

)(
a11 a12

a21 a22

)(
t11 t12
t21 t22

)T

=

(
1 −1
0 −1

)

c) g′11 = f1 · f1 = 10, g′12 = f1 · f2 = 7, g′21 = f2 · f1 = 7, g′22 = f2 · f2 = 5

d) Â = a′ijfi ⊗ fj = a′ijfi ⊗ fkgkj → a′ik = a′ijgkj(
a′11 a′12
a′21 a′22

)

=

(
a′11 a′12

a′21 a′22

)(
g11 g21
g12 g22

)

=

(
1 −1
0 −1

)(
10 7
7 5

)

=

(
3 2
−7 −5

)

e) y = f1 − f2 ≡ y′ifi mit y′1 = 1 und y′2 = −1.

x = Â · y = a′ijfi ⊗ f jy′kfk = a′ijfi ⊗ δ
j
ky

′k = a′ijy
′jfi =

(
f1 f2

)
(

a′11 a′12
a′21 a′22

)(
y′1

y′2

)

=
(
f1 f2

)
(

3 2
−7 −5

)(
1
−1

)

=
(
f1 f2

)
(

1
−2

)

x · x =
(
1 −2

)
(

f1
f2

)
(
f1 f2

)
(

1
−2

)

=
(
1 −2

)
(

g11 g12
g21 g22

)(
1
−2

)

= 2 →
√
x · x =

√
2

Alternativ : f1 − f2 = −e2 → x = Â · (f1 − f2) = −e1 + e2 →
√
x · x =

√
2

2


