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2. Test, 20. 1. 2023, 2022/23W

1 (35 Punkte) Frobenius-Methode

Betrachten Sie die Differentialgleichung

(—o0 < < 00).

a) Verwenden Sie den Ansatz y(z) = Y~ a,2"t7 (ag # 0) und bestimmen Sie
die charakteristischen Exponenten oy und oy (07 > 02) der Differentialgleichung.

b) Zeigen Sie, dass a; = 0 fiir 0 = oy gilt.

c) Schreiben Sie die Rekursionsgleichung der Folge a,, an.

d) Schreiben Sie eine Losung y(z) der Differentialgleichung fiir 0 = o7 und k = 3
an.

BITTE WENDEN



2 (40 Punkte) Greensche Funktion

a) Berechnen Sie fiir wy,v,t,t € R das folgende Integral und zeigen Sie, dass

00 67,‘4/.)(15—15') ] ,
——dw = 2mie VD () H(t — 1) — H(—y)H(t' — 1)) .
| e = omie (HO)H(t ) ~ H(-)H({ ~ 1)
Erklaren Sie kurz, welcher Integrationspfad verwendet wird und die Begriindung
fiir den ausgewéhlten Pfad (kein detaillierter Beweis ist notig).

b) Die Funktion 1, (t) = ™" erfiillt die Eigenwertgleichung L1, (t) = AMw)w,(t)
mit dem Eigenwert A\(w) = —(w—1—27)(w+1—2i). Zeigen Sie, dass die Greensche

Funktion .

G(t.t) = o /_OO ﬁ%(t)%(t’)dw

die Gleichung £,G(t, ') = 6(t — ¢') erfiillt (Hinweis: [ e™*dt = 2m0(a)).

c) Berechnen Sie mithilfe des Ergebnisses aus a) das Integral aus b) und schreiben
Sie eine Greensche Funktion G(t,t") des Differentialoperators £; an.

d) Losen Sie die Differentialgleichung Lz(t) = 6(t — T') mit 7 > 0 und den
Randbedingungen z(0) = 0 und z'(0) = 0.

3 (25 Punkte)

a) Betrachten Sie die Eigenwertgleichung £, Ri(z) = M\ Ri(x) (—o00 < < 00)
mit dem Eigenwerte A\, und dem Differentialoperator
d? d
== _9p

La A2 dw
Finden Sie eine Gewichtsfunktion w(z) (auler w(z) = 0), sodass die Eigenfunk-
tionen die Orthogonalititseigenschaft ([°° R, (z)Ry,(z)w(z)dz = 0 fiir n # m)
erfiillen.

b) Berechnen Sie N
/_ U(z)V ()W (z)dx

fiir U(z) =1, V(z) = 422 — 2 und W (z) = e *".

Hinweis: I'(z + 1) = 2['(2) und T'(z) = [;~ ¢* e dt

c¢) Betrachten Sie eine lokale Transformation dr'e; = dz''f; zwischen den kartesi-
schen Koordinaten (z!,z%) = (z,y) und den Koordinaten (2!, 2?) = (u,v), wobei
die Koordinatentransformation durch (x,y) = ((u* — v?)/2, uv) definiert. Berech-
nen Sie die Divergenz V - w des ortsabhéngigen Vektorfelds w = (u/2)f; + (v/2)fs.




