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1 (35 Punkte) Frobenius-Methode

Betrachten Sie die Differentialgleichung

d2

dx2
y(x)− 2x

d

dx
y(x) + 2ky(x) = 0

(−∞ < x <∞).

a) Verwenden Sie den Ansatz y(x) =
∑

∞

n=0 anx
n+σ (a0 6= 0) und bestimmen Sie

die charakteristischen Exponenten σ1 und σ2 (σ1 > σ2) der Differentialgleichung.

b) Zeigen Sie, dass a1 = 0 für σ = σ1 gilt.

c) Schreiben Sie die Rekursionsgleichung der Folge an an.

d) Schreiben Sie eine Lösung y(x) der Differentialgleichung für σ = σ1 und k = 3

an.

BITTE WENDEN



2 (40 Punkte) Greensche Funktion

a) Berechnen Sie für ω0, γ, t, t
′ ∈ R das folgende Integral und zeigen Sie, dass

ˆ

∞

−∞

eiω(t−t′)

ω − ω0 − iγ
dω = 2πie(iω0−γ)(t−t′) (H(γ)H(t− t′)−H(−γ)H(t′ − t)) .

Erklären Sie kurz, welcher Integrationspfad verwendet wird und die Begründung

für den ausgewählten Pfad (kein detaillierter Beweis ist nötig).

b) Die Funktion ψω(t) = eiωt erfüllt die Eigenwertgleichung Ltψω(t) = λ(ω)ψω(t)

mit dem Eigenwert λ(ω) = −(ω−1−2i)(ω+1−2i). Zeigen Sie, dass die Greensche

Funktion

G(t, t′) =
1

2π

ˆ

∞

−∞

1

λ(ω)
ψω(t)ψ

∗

ω(t
′)dω

die Gleichung LtG(t, t
′) = δ(t− t′) erfüllt (Hinweis:

´

∞

−∞
eiatdt = 2πδ(a)).

c) Berechnen Sie mithilfe des Ergebnisses aus a) das Integral aus b) und schreiben

Sie eine Greensche Funktion G(t, t′) des Differentialoperators Lt an.

d) Lösen Sie die Differentialgleichung Ltx(t) = δ(t − T ) mit T > 0 und den

Randbedingungen x(0) = 0 und x′(0) = 0.

3 (25 Punkte)

a) Betrachten Sie die Eigenwertgleichung LxRk(x) = λkRk(x) (−∞ < x < ∞)

mit dem Eigenwerte λk und dem Differentialoperator

Lx =
d2

dx2
− 2x

d

dx
.

Finden Sie eine Gewichtsfunktion w(x) (außer w(x) = 0), sodass die Eigenfunk-

tionen die Orthogonalitätseigenschaft (
´

∞

−∞
Rn(x)Rm(x)w(x)dx = 0 für n 6= m)

erfüllen.

b) Berechnen Sie
ˆ

∞

−∞

U(x)V (x)W (x)dx

für U(x) = 1, V (x) = 4x2 − 2 und W (x) = e−x2

.

Hinweis: Γ(z + 1) = zΓ(z) und Γ(z) =
´

∞

0
tz−1e−tdt

c) Betrachten Sie eine lokale Transformation dxiei = dx′ifi zwischen den kartesi-

schen Koordinaten (x1, x2) = (x, y) und den Koordinaten (x′1, x′2) = (u, v), wobei

die Koordinatentransformation durch (x, y) = ((u2 − v2)/2, uv) definiert. Berech-

nen Sie die Divergenz ∇·w des ortsabhängigen Vektorfelds w = (u/2)f1+(v/2)f2.


