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2. Test - Losungen 20.1.2023

1 [ 35 Punkte | Frobenius-Methode

) (&) — 201/ (x) + 2ky(z) = 0

Yo gan(n+o)(n+o—1)a"to2 =235 ja,(n+o—k)z"T7 =0

n —n+2im 1.Term

S santa(nt+o+2)(n+o+ 1)z —23> ja,(n+o—k)z"t =0

Koeffizientenvergleich (z772) : ago(0c —1) =0. Da ag #0, 01 = 1 und 02 =0

b) Koeffizientenvergleich (z°~!) : a;(0 + 1)o = 0. Wenn o = o1 = 1, gilt 2a; = 0, d.h. a; = 0.

c) Koeffizientenvergleich (z"19) : api2(n+0o+2)(n+o+1)—2a,(n+0—k) =0 = apio = %an
d) Fiir o = 1, gilt a; = 0. Aus der Rekursionsgleichung gilt a,, = 0 fiir ungerades n.

Furk:i’) an+2_%
2,.3

y(z) = ag (z — 32°)

Ap. Gy = —%ao und a4 = 0. d.h. a,, = 0 fiir gerades n > 2.

2 [ 40 Punkte | Greensche Funktion

) Das Integral kann mithilfe des Konturintegrals berechnet werden.

Im(z) Im(z) Mm(z) R Nm(z) R
Re(2) Re(z)
Re(z) Re(z) ¢

, oo piw(t—t") pia(t— t) iz (t— t)
Wennt>t —00 W—wp— z’ydw*hmR_}O@ fC Z—wo—i7 z’y Cy z—wo—iv z'y

Begriindung Das erste Integral kann mithilfe des Residuensatzes gerechnet werden und fiir das zweite
Integral gilt |ei*(t—t)| = |eiBe”’ (t=t)|=Rsin0(t—t) Dy sin > 0 entlang C,, gilt [e*(t=*)| — 0 im Limes
R — oo und verschwindet das zweite Integral.

Wenn t < t/, [~ elot)

00 W—wp—1vY

giz(t—t")

deo = Timp oo [~ do+ fo, £tdz]

wo —1Y

Ahnlich wie den Fall ¢t > ¢/, verschwindet das zweite Integral im Limes R — oo.

etw(t—t") eiz(t—t")
Das Integral [~ o omm W = = H(t — t')limr_ o0 fc oz — H(' — t)limp_ oo fc £
mithilfe des Residuensatzes berechnet werden.

Wenn v > 0, liegt die Polstelle z = wg + iy in der oberen Halbebene und wenn v < 0 in der unteren
Halbebene.
f_ giw(t— t’) dw

00 W—wo—1Y
= 2mieliwo—)(t—

Cu z2—wo—iy

Lz(t t’)

< — ——dz kann

wo—17Y

= H(t — t')H (v)2mieliwo=0E—) _ [t — ) H(—~)2mieliwo— )
D(H(E ~ )H() ~ HE = OH (=)

b) LGt t') = L4 (5[5, dwstsybu U5 (1)) = 2 [, dwsly (Lo (8) w(t)
L VL)~ 0 )

o
~

Gt,t') = 5 [0 dwsimy Y VL) = =55 [° dwm =1 [fjooo dw% S dw%}
vy=2und wp ==+1inb
G(t, t ) —$H(t t’)(e(*%i)(t*tl) — (200 = H(t —t)e 20 ) sin(t — 1)
d) z(t) = [Z_ Gttt = T)dt' = H(t — T)e =D sin(t — T)

2 (t ) = 5(t T)e 2D gin(t—T)—2x(t)+ H(t—T)e 2T cos(t—T) = —2z(t)+H(t—T)e 2¢=T) cos(t—T)
Da T > 0, 2(0) = 0 und 2'(0) = 0 (Randbedingungen erfiillt).



3 [ 25 Punkte ]

a) Die Sturm-Liouville’schen Gestalt:
(3 [p(a) ] — M (@) Riw) = 0 = pla) R (w) + 3/ (@) BL(2) + w(@)Ri(a) = 0
p(x)/p(z) = -2 = p(x) =" .
w(z)/pl(x) =1 = plx) = pla) = e~ 2 2
b) [T U@V (e)W(z)de = [7 (42 — 2)e ™ dw = 2 [["(4a® — 2)e " dox = 2 [;°(4t — 2)e_t2%/{dt =
Jo T (att/2 — 2t 1/2)e~tdt = AT(3/2) — 21'(1/2) = 4(1/2)I'(1/2) — 2I'(1/2) = 0
Anmerkung : U(z) und V(z) sind die Eigenfunktionen der Differentialoperators aus a).
9z’ oz’

¢) lokale Transformation : da'e; = 557 dz"e; = da"f; mit f; = e; 577 = e;dja"

sty sta [ Ozt Bt [u —wv
27 8% )\ 9x? 0a® ) T\ v w
w = (u/2)fi + (v/2)f> = (u/2)(uer + vez) + (v/2)(—ver + uez) = ( 2 0?)/2e; + uvey = 2'e;
V.-w=el0r'e; = 0d%0] =0} =
Alternative: £10] — o3t — &30, — 0, = ot mie 61 G2 )= (51 %2 ) - v
ernative: £10; = e/t';0; = €/0; — 0j = ;0 mit | 5 o ) ={ 2 o) ERTZE=T- A R,
d.h., 0, = ﬁ(u@u —v0,) und 9y = uz—iw(vau + udy)
V-w = 0,(u? —v?)/2+ 0, (uv) = ﬁw(ﬁ +v?) + uQiUQ (u? +0v2) =2
Anmerkung : Die Rechnung in den neuen Koordinaten:
w = (u/2)f; + (v/2)f; = 22/'f; - V- w =V 22/'f; = }(Va") - £, + 12"V - f;
Die Ableitung der Basisvektoren ist erforderlich:
Mit V = dets = > .+ v? (siehg Bsp.6.2), V- w = %(%Vx’i)(fj . (1./V)fi) + S Va'ifd - (9(1/V)E)
=3 [(OV)2'" + VL] (1)V)xb! = 5 [V H OV )" +0}] = 5 [24 6] =2




