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1 [ 35 Punkte ] Frobenius-Methode

a) y′′(x)− 2xy′(x) + 2ky(x) = 0
∑∞

n=0 an(n+ σ)(n+ σ − 1)xn+σ−2 − 2
∑∞

n=0 an(n+ σ − k)xn+σ = 0
n→ n+ 2 im 1.Term
∑∞

n=−2 an+2(n+ σ + 2)(n+ σ + 1)xn+σ − 2
∑∞

n=0 an(n+ σ − k)xn+σ = 0
Koeffizientenvergleich (xσ−2) : a0σ(σ − 1) = 0. Da a0 6= 0, σ1 = 1 und σ2 = 0
b) Koeffizientenvergleich (xσ−1) : a1(σ + 1)σ = 0. Wenn σ = σ1 = 1, gilt 2a1 = 0, d.h. a1 = 0.

c) Koeffizientenvergleich (xn+σ) : an+2(n+σ+2)(n+σ+1)−2an(n+σ−k) = 0 → an+2 = 2(n+σ−k)
(n+σ+2)(n+σ+1)an

d) Für σ = 1, gilt a1 = 0. Aus der Rekursionsgleichung gilt an = 0 für ungerades n.

Für k = 3, an+2 = 2(n−2)
(n+3)(n+2)an. a2 = − 2

3a0 und a4 = 0. d.h. an = 0 für gerades n > 2.

y(x) = a0
(

x− 2
3x

3
)

2 [ 40 Punkte ] Greensche Funktion

a) Das Integral kann mithilfe des Konturintegrals berechnet werden.
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Wenn t > t′,
∫∞
−∞

eiω(t−t′)

ω−ω0−iγ dω = limR→∞

[

∮

C̃o

eiz(t−t′)

z−ω0−iγ dz −
∫

Co

eiz(t−t′)

z−ω0−iγ dz
]

Begründung : Das erste Integral kann mithilfe des Residuensatzes gerechnet werden und für das zweite

Integral gilt |eiz(t−t′)| = |eiReiθ(t−t′)|e−R sin θ(t−t′). Da sin θ > 0 entlang Co, gilt |eiz(t−t′)| → 0 im Limes
R→ ∞ und verschwindet das zweite Integral.

Wenn t < t′,
∫∞
−∞

eiω(t−t′)

ω−ω0−iγ dω = limR→∞

[

−
∮

C̃u

eiz(t−t′)

z−ω0−iγ dz +
∫

Cu

eiz(t−t′)

z−ω0−iγ dz
]

.

Ähnlich wie den Fall t > t′, verschwindet das zweite Integral im Limes R→ ∞.

Das Integral
∫∞
−∞

eiω(t−t′)

ω−ω0−iγ dω = H(t − t′) limR→∞
∮

C̃o

eiz(t−t′)

z−ω0−iγ dz − H(t′ − t) limR→∞
∮

C̃u

eiz(t−t′)

z−ω0−iγ dz kann
mithilfe des Residuensatzes berechnet werden.
Wenn γ > 0, liegt die Polstelle z = ω0 + iγ in der oberen Halbebene und wenn γ < 0 in der unteren
Halbebene.
∫∞
−∞

eiω(t−t′)

ω−ω0−iγ dω = H(t− t′)H(γ)2πie(iω0−γ)(t−t′) −H(t′ − t)H(−γ)2πie(iω0−γ)(t−t′)

= 2πie(iω0−γ)(t−t′)(H(t− t′)H(γ)−H(t′ − t)H(−γ))

b) LtG(t, t
′) = Lt

(

1
2π

∫∞
−∞ dω 1

λ(ω)ψω(t)ψ
∗
ω(t

′)
)

= 1
2π

∫∞
−∞ dω 1

λ(ω) (Ltψω(t))ψ
∗
ω(t

′)

= 1
2π

∫∞
−∞ dωψω(t)ψ

∗
ω(t

′) = δ(t− t′)
c)

G(t, t′) = 1
2π

∫∞
−∞ dω 1

λ(ω)ψω(t)ψ
∗
ω(t

′) = − 1
2π

∫∞
−∞ dω eiω(t−t′)

(ω−1−2i)(ω+1−2i) = − 1
4π

[

∫∞
−∞ dω eiω(t−t′)

ω−1−2i −
∫∞
−∞ dω eiω(t−t′)

ω+1−2i

]

γ = 2 und ω0 = ±1 in b
G(t, t′) = − i

2H(t− t′)(e(−2+i)(t−t′) − e(−2−i)(t−t′)) = H(t− t′)e−2(t−t′) sin(t− t′)

d) x(t) =
∫∞
−∞G(t, t′)δ(t′ − T )dt′ = H(t− T )e−2(t−T ) sin(t− T )

x′(t) = δ(t−T )e−2(t−T ) sin(t−T )−2x(t)+H(t−T )e−2(t−T ) cos(t−T ) = −2x(t)+H(t−T )e−2(t−T ) cos(t−T )
Da T > 0, x(0) = 0 und x′(0) = 0 (Randbedingungen erfüllt).
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3 [ 25 Punkte ]

a) Die Sturm-Liouville’schen Gestalt:
(

d
dx

[

p(x) d
dx

]

− λkw(x)
)

Rk(x) = 0 → p(x)R′′
k(x) + p′(x)R′

k(x) + λkw(x)Rk(x) = 0

p′(x)/p(x) = −2x → p(x) = e−x2

w(x)/p(x) = 1 → ρ(x) = p(x) = e−x2

b)
∫∞
−∞ U(x)V (x)W (x)dx =

∫∞
−∞(4x2 − 2)e−x2

dx = 2
∫∞
0

(4x2 − 2)e−x2

dx = 2
∫∞
0

(4t − 2)e−t 1
2
√
t
dt =

∫∞
0

(4t1/2 − 2t−1/2)e−tdt = 4Γ(3/2)− 2Γ(1/2) = 4(1/2)Γ(1/2)− 2Γ(1/2) = 0
Anmerkung : U(x) und V (x) sind die Eigenfunktionen der Differentialoperators aus a).

c) lokale Transformation : dxiei =
∂xi

∂x′j dx
′jei ≡ dx′jfj mit fj = ei

∂xi

∂x′j = ei∂
′
jx

i

(

s11 s12
s21 s22

)

=

(

∂′1x
1 ∂′2x

1

∂′1x
2 ∂′2x

2

)

=

(

u −v
v u

)

w = (u/2)f1 + (v/2)f2 = (u/2)(ue1 + ve2) + (v/2)(−ve1 + ue2) = (u2 − v2)/2e1 + uve2 = xiei
∇ ·w = ej∂jx

iei = δijδ
j
i = δii = 2

Alternative: f i∂′i = ejtij∂
′
i = ej∂j → ∂j = tij∂

′
i mit

(

t11 t12
t21 t22

)

=

(

s11 s12
s21 s22

)−1

= 1
u2+v2

(

u v
−v u

)

d.h., ∂x = 1
u2+v2 (u∂u − v∂v) und ∂y = 1

u2+v2 (v∂u + u∂v)

∇ ·w = ∂x(u
2 − v2)/2 + ∂v(uv) =

1
u2+v2 (u

2 + v2) + 1
u2+v2 (u

2 + v2) = 2
Anmerkung : Die Rechnung in den neuen Koordinaten:
w = (u/2)f1 + (v/2)f2 = 1

2x
′ifi → ∇ ·w = ∇ · 1

2x
′ifi =

1
2 (∇x

′i) · fi +
1
2x

′i∇ · fi
Die Ableitung der Basisvektoren ist erforderlich:
Mit V = detS = u2 + v2 (siehe Bsp.6.2), ∇ ·w = 1

2 (∂
′
jV x

′i)(f j · (1/V )fi) +
1
2V x

′if j · (∂′j(1/V )fi)

= 1
2

[

(∂′jV )x′i + V δij
]

(1/V )xδji = 1
2

[

V −1(∂′iV )x′i + δii
]

= 1
2

[

2 + δii
]

= 2
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