Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2022/23W

10. Tutorium fiir 13.1.2023

10.1 Gamma- und Beta-Funktionen

a) Losen Sie die Rekursionsgleichung fiir eine Folge a,,

2n — 1
2n

apn = ap—1

mit der Randbedingung a; = —1/2 und schreiben Sie das Endergebnis mithilfe
der Doppelfakultat an.

b) Schreiben Sie das Ergebnis aus a) mithilfe der Gamma-Funktion (ohne
Doppelfakultéit) um.

¢) Schreiben Sie das Integral I, = [ sin" @df mithilfe der Beta-Funktion an.
Losen Sie die Rekursionsgleichung V,, = I,,V;,_; fiir eine Folge V,, (n: gerade
Ganzzahl) mit der Randbedingung V, = 7.

10.2 Frobenius-Methode 1

a) Verwenden Sie den Ansatz P(r) = >~ a,r"*7 (ap # 0) und bestimmen
Sie die charakteristischen Exponenten o der Differentialgleichung

V2

P + %P'(m + (1 _ —> Pr) = 0.

r2

b) Schreiben Sie die Rekursionsgleichung der Folge a,, an.
c¢) Losen Sie die Differentialgleichung fiir » = 1/2 und schreiben Sie die allge-
meine Losung an.



10.3 Frobenius-Methode 11

a) Verwenden Sie den Ansatz y(z) = >~ a,2"t7 (ag # 0) und bestimmen
Sie die charakteristischen Exponenten o1 und oy (07 > 03) der Differentialglei-

chung (z > 0)
4 xk“e’mi +vrke™ ) y(z) =0
dx dx

(k und v sind positive Ganzzahlen).

b) Schreiben Sie die Rekursionsgleichung der Folge a,, fiir o = ¢ an und zeigen
Sie, dass a, = 0 fiir n > v.

¢) Schreiben Sie eine Losung y;(z) der Differentialgleichung fiir v = 1.

d) Schreiben Sie eine Losung yo(x) der Differentialgleichung fiir v = 2.

e) Ym () sei eine Losung der Differentialgleichung aus a). {y1(z), y2(2), y3(z), - - -}
bildet eine Orthogonalbasis in einem Funktionenraum wenn das Skalarprodukt
mit der Gewichtsfunktion w(z) definiert ist, d.h. [ ym(2)ye(z)w(z)dz = 0
fir m # (. Finden Sie die Gewichtsfunktion w(z) und iiberpriifen Sie, dass die
Losungen y;(z) und yo(z) aus ¢) und d) orthogonal miteinander sind.

Ankreuzbar: la-c, 2ab, 2c, 3ab, 3c-e

FEin kurzer Ausblick auf zukiinftige Semester: In allen Fdchern der Physik
werden viele Phdnomene von Differentialgleichungen beschrieben. Die Eigen-
schaften der Differentialgleichungen werden im Rahmen des Sturm-Liouville-
Problems, und des Separationsansatzes analysiert und die Greensche Funktion
und Frobenius-Methode sind praktische Methoden, um die Lisungen zu fin-
den. Das Eigenwertproblem und das Spektraltheorem tauchen oft insbesondere
in Quantentheorie (5. Sem) und Statistischer Physik (6. Sem) auf. Legendre-
Polynome, Delta Distribution, Heaviside Funktion und andere spezielle Funk-
tionen werden in Elektrodynamik (4. Semester) und Quantentheorie wieder-
kehren. Sie sind wichtige Grundlagen auch fir numerische Rechnungen (wie
2.B Gauf-Quadratur). Ko- und kontravariante Schreibweise werden in Elek-
trodynamik 1 & II fiir die spezielle Relativititstheorie gebraucht. Die duale
Basis erscheint in Form des reziproken Gitters in der Festkérperphysik (6.
Sem). Die Gamma-Funktion wird in Statistischer Physik (6. Sem) eine wichti-
ge Rolle spielen. Somit sollten die “Mathematischen Methoden” eine wichtige
Grundlage fir kiinftige theoretische Vorlesungen bieten.



