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10. Tutorium - L&sungen 13.1.2023

10.1 Gamma- und Beta-Funktionen
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Anmerkung: Die Folge a,, ist die Entwicklungskoeffiziente der Taylor-Reihe (1 + 2)~Y/2 =3¢ 'a,2" (ag = 1)

¢) Koordinatentransformation: ¢ = sin® @ — dt = 2sin  cos 8df = £2./t(1 — t)df
L, = [Tsin"0d0 =2 [T/ sin™ 049 = [ ¢"/2/\/t(1 — t)dt = [, t*/>71/2(1 — )" /2dt = B((n +1)/2,1/2)

Rekursionsgleichung:
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Anmerkung: V,,R"™ ist das Volumen den n-dimensionalen Kugel (gilt auch fiir ungerade n (nachrechnen)) (siehe
auch Bsp.7.3).

10.2 Frobenius-Methode 1

a) 1.Ableitung: P'(r) = Yo" an(n+ o)r"to1

2.Ableitung: P'(r) = >~ japn(n+o)(n+o —1)r"to—2

Differentialgleichung (siehe Bsp.9.3):

Yo gan(nt+o)(n+o—1)r"To2 437 fa,(n+ o)t 430 Janr™t = 300 via,r™ T2 =0
Potenz von r anpassen:
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Der 3.Term hat die Summe nur fiir n > 2

[ago (o — 1) + ago — v2ap) 1772 + [a1(0 + 1)o + a1 (o + 1) — v?ay | ro7?

+3 0y [an(n+o)(n+o—1)+an(n+0)+ an_a — v2a,] r" 2 =0

Koeffizientenvergleich (r°~2-Term):

apo (o — 1) + apo — v2ag = ag(0? —v?) =0 Da ag # 0, gilt 0 = +v

Anmerkung: Koeffizientenvergleich fiir 7°~!-Term:

ai(c+1)o+ai(oc+1)—v?a; =a1[(c +1)> =12 =0 = a3 =0 oder 0 = +v — 1

Wenn v = £1/2 und 0 = —1/2, werden die beiden Bedingungen o = +v und o = Fv — 1 erfiillt und a; muss nicht
gleich null sein. Sonst gilt a; =0

b) Koeffizientenvergleich (r"+°~2-Term):

an(n+o)(n+o—1)+a,(n+o) + Un_o —V2ay, = ap[(n+0)? = v +an_2=0

Un = = Gra)=o2Un=2 = ~ lagotw) =) n—2

(oder wenn o = v, a, = — i) tn—2 und wenn o = —v, a, = —man_z)

¢) Wenn v =1/2, gilt 0 = +1/2.

Wenn o =1/2, a; = 0.

Aus der Rekursionsgleichung a3 = —mal =0, a5 = —mag =0,---,
d.h. a,, = 0 fiir ungerade n.
Fiir gerade n =2m
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Losung: P(r) = ao Z;j:o(—l)m (2ml+1)!7’2m+1/2 = aopr “2sinr



Wenn o = —1/2, kann a1 nicht gleich null sein.
Fiir ungerade n =2m + 1
= (_1)mma1
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Losung: P(r) = a1 Y oo_o(=1)™
Fiir gerade n = 2m
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Die allgemeine Losung der Differentialgleichung: P(r) = cir~Y2 cosr 4 cor~Y2sinr

10.3 Frobenius-Methode 11

Differentialgleichung;:

(L [ghtleme L] 4 pake=o) y(2) = 2" le %y (x) + [k + 1 — z]ake "y (z) + vate "y(z) = 0

dx
— xy’(x) + [k +1— =]y (z) +vy(r) =0
Ansatz : y(z) = > .0 apnz™t
Differentialgleichung:
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Koeffizientenvergleich (z°~!-Term):

o(c+k)=0— 01 =0und o3 = —k
b)Koeffizientenvergleich (z"+7-Term):
anyi(n+o+1)(n+o+k+1)+a(-—n—oc+v)=0

n+o—v
n+1 = On o) (ntoth+1)
n—v

Wenn ¢ = O gllt Ap41 = &nm
— ay4+1 = 0. Wenn n > v + 1, gilt a, = 0.
C) Wenn v = 1 gllt Ap4+1 = anm
k+1a0’ an =0 (n > 2)

y(@) = a0 (1= 2)
d) Wenn v =2, gilt anq1
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ap = ap, a2 = ag, an

k+1

=0 (n>3)

e) Die Differentialgleichung (- [z5+1e=® L] 4 yake") y(x) = 0 ist in der Sturm-Liouville’sche Gestalt. Wenn die
Differentialgleichung als eine Elgenwertglelchung mit dem Eigenwert v betrachtet, wird die Gewichtsfunktion durch

k

w(z) = x"e™* gegeben.

Mithilfe des Integrals I, = [, a"w(z)dz =T'(n+k+1) =

Die Orthogonalitét der Eigenfunktionen wird gezeigt:
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