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2. Tutorium - L&sungen 21.10.2022

2.1 Einsteinsche Summenkonvention

Vorbemerkung: Beachte, dass hier die folgende Schreibweise verwendet wird: “A = (a;;)”

Die 2 x 2 Matrix A hat vier Eintriage: A = a1z
Q21 Qa22
Der Matrixeintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte ldsst sich sauber so darstellen: (A)ij = a;; =

ail a2 . . . . .
( a u ) , also (A);; = a1, (A);y = a12, etc. Wenn es nur zwei freie Indizes gibt, und auch kei-
21 Q22 ) ..

ne Gefahr der \J/ertauschung besteht (etwa wegen alphabetischer Reihenfolge der Indizes), wird das zuweilen
ail a2

Q21 Q22

a) (a-b)c ist ein Vektor : d = (a-b)c

das i-te Element des Vektors d : d; = a;b;c; (ohne Summenkonvention : d; = Z;‘L=1 a;bjc;)
b) A -z ist ein Vektor (y = A - x) und x? - AT . x ist ein Skalar x* - AT .x =yT - x

Das i-te Element von y : y; = a;;%;, Skalarprodukt : xT AT . x=y7 . x=yx; = a;T;T;
Anmerkung x7 - AT . x = xT . A - x (sieche Bsp.1.1)

c) P = A - B ist eine Matrix und Q = (A - B)T - C = PT . C ist auch eine Matrix.

Pij = aikbr; und qi; = peice; = aprbrice;

d) P = A - B ist eine Matrix und Sp(A - B) = Sp(P) ist ein Skalar.

pij = airbr; und Sp(P) = pi; = airbr;

verkiirzt zu A = (aij) —

2.2 Kronecker-Delta

a) d;; ist die Spur einer Einheitsmatrix : §;; = > 1 ;6 = Y i L =n — §;;0;; =n
b) 51‘]’52’]’ = d;; = n und 6ij5ji =0;=n — §ij5ij + §ij6ji = 2n.

52’ 51’7’
5jq 5 |90 = Gigdir = 8ir050)diq = 0igjrOjq = dirdjadiq = 0ij0jr = Oirbjj = Oir = 20ip = —0ur

2
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2.3 Orthonormalbasis

a) €] = cos pe; + sin pes und ey = — sin pe; + cos pesy
Orthonormalbasis {e1,e2} — €;-e; = ;5
€| e, =—cos¢psing + cos@sing = 0 (orthogonal)

€| - el =cos?¢+sin’¢ =1 und

e}, - e} = cos® ¢ + sin® ¢ = 1 (normiert)

Alternativ : €] = epsk; — €} -e;» = €;Ski - €1S0j = Ski(ek - €r)Sy;
= Ski(sk(ng = SkiSkj = 5ij (Orthonormal)

b) Inverse Transformation :

e; = cos ¢e]| — sin ¢e) und es = sin pe} + cos ¢e)

Wenn 1 = 29 = 1 und ¢ = /3,

X =e] + ey = (cos ¢ + sin p)e] + (cos @ — sin ¢)e)

T1 =Ccos¢p+sing = % und xo = —sin¢g + cosp = 1*2‘/5
Anmerkung : Der Vektor x ist invariant bei der Basi-
stransformation. Nur die Darstellung éndert sich weil die
Koordinaten von der Basis abhiingen. (x = z;e; = z}e}).
d) SkiSkj = SikSjk = 51'3' — 8 1=8T

Inverse Transformation : e; = egsij

X =z€; = miegsij = x;e; — x; = x;8;j = tjix; — t;j = s;; oder T = ST



e) x =zje; — € -x =xj(e)-e]) =x0;; =z — f; = €

Anmerkung : Fiir Orthonormalbasis, wird die Basistransformation mit der Identitdt I = e;e; oder e}e;
durchgefiihlt.

Transformation der Basisvektoren : €, =1-€; = (e;e;) - €, = ej(e; - €]) = e;s;;

Transformation eines Vektors : x = z;e; =1+ (2;€;) = ( Le)) - (vie;) = € (vi€] - e;) = e (wt)i) = e}

Im Skriptum ist die Basistransformation als A = €] e (Eq 1.106) dargestellt. Dieser Operator ersetzt den
Basisvektor e; mit e, (d.h, AT -e; = €/). Wenn auf dle Basisvektoren e; angewendet, ist die Transformation
eine Basistransformation. Wenn auf einen beliebigen Vektor x angewendet, ist die Transformation nicht mehr
die Basistransformation aber wird der Vektor in einen anderen Vektor transformiert.

2.4 Nicht-Orthogonale Basis

a) fi =2e; + ey und f; = e; + 3ey

mit der Orthonormalbasis (e; - €; = §;;)
f) - fo = 2+ 3 =5 (nicht orthogonal)

b) Inverse Transformation :

e = % (3f1 — f2) und €y = % (f1 — 2f2)

Wenn 1 = 19 = 2, x = 2e1 + 2e» (4f1 + 2f5)
—a=4/5und b=2/5
d) ( e e ) f2 St

(f
LI )
leofs)

Koeflizientenvergleich : ( Z ) =81 ( . )

T2
- T=8""1

Graphische Losung :

Lénge : OA = z|f1|, OB = |fi]

Wenn f; und f; orthogonal (f; - f;* = 0) sind,
Lénge : OA’ = x - £} /|f]], OB’ = f1 £ /1£5]
Der Quotient der Pange O?‘*, = OB,
- oi = T - TG - 5

Wenn f; - ff =1, a=x-ff

In &hnlicher Weise, wenn f5 - f5 =1, gilt b =x - £5.
Anmerkung : Die Basisvektoren im dualen Raum werden oft
mit dem hochgestellten Index bezeichnet (ff = f'). Entsprechend
werden die Projektion auf den Vektoren (oder die Koordinaten a,
b) auf mit dem hochgestellten Index bezeichnet (a = f!-x = x|
b= f2.x = 2?). In dhnlicher Weise kann der Vektor x auch in der
Basis {f1, f2} als x = (f; - x)f* dargestellt werden (Nachrechnen!).
In Indexschreibweise werden die Projektion als die Koordinaten
mit tiefgestellten Index beschrieben z) = f; - x.




Anmerkung 2 : Fiir nicht-orthogonale Basis, dhnlich wie Orthonormalbasis, wird die Basistransformation
mit der Identitit I = e;e’ oder f;f* durchgefiihlt.

Transformation der Basisvektoren : f; =1-f; = (eje’) - f; = e;(e’ - f;) = e;5%;

Transformation eines Vektors : x = z'e; = I- (z'e;) = (£;17) - (a'e;) = £;(2'f7 - ;) = fj2't!; = £;27



