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3.1 Dualraum

a) Grundfläche : A = | ~A| = |v1 × v2|

Höhe : w3 = |w3| = |v3 · ~A|/A

Volumen : V = Aw3 = |v3 · ~A| = (v1 × v2) · v3 = 3
Bemerkung : (v1×v2)·v3 = (v2×v3)·v1 = (v3×v1)·v2

b) detS = 3 = V A
v1

v2

3vw3

c) vi · vj = δij
v1 ist orthogonal zu v2 und v3 → v1 = cv2 × v3, Normierung v1 · v1 = cV = 1 → c = 1/V
v1 = 1

3
(e1 − 2e2 + 3e3), In ähnlicher Weise, v2 = 1

V
v3 × v1 = e2 − e3, v

3 = 1

V
v1 × v2 = 1

3
(−e1 − e2 + 3e3)

Anmerkung : Definition der dualen Basisvektoren, vi · vj = δij , in Matrixschreibweise :




v1

v2

v3





(

v1 v2 v3

)

= I → T





e1

e2

e3





(

e1 e2 e3
)

S = I

In orthonormalen Systemen sind die dualen Basisvektoren gleich als die ursprünglichen Basisvektoren, d.h.
ei = ei und ei · ej = δij .

→ TS = I → T = S−1 oder





v1

v2

v3



 = S−1





e1

e2

e3





Anmerkung 2 : Hier
(

e1 e2 e3
)

oder
(

v1 v2 v3

)

ist eine 1 × 3 Matrix, deren Elemente Vektoren

sind. Jeder Vektor kann in einer Basis als, z.B., v1 =
(

e1 e2 e3
)





2
1
1



 oder v1 =
(

2 1 1
)





e1
e2
e3





bezeichnet werden. In solchen Ausdrücken werden die Basisvektoren oft abgekürzt und der Vektor wird als

eine 3 × 1 Matrix





2
1
1



 (ein Spaltenvektor) oder als eine 1 × 3 Matrix
(

2 1 1
)

(ein Zeilenvektor)

beschrieben. Nur in dieser abgekürzten Schreibweise muss man die Transposition einer Matrix (eines ab-
gekürzten “Vektors”) beachten. Es gibt keine Transposition für den nicht-abgekürzten Vektor v1. Da in
diesem Semester die Basistransformation ein Hauptthema ist, wird ein Vektor in verschieden Basen darge-
stellt. Deswegen ist es empfohlen, immer die Basisvektoren explizit zu schreiben und keine abgekürzte Form
zu verwenden.
d) V ∗ = det(S−1) = 1

3

Alternativ : V = det(S) und V ∗ = det(S−1) = 1/V .

3.2 Levi-Civita Symbol

a) Wenn i = j, ai × aj = 0.

Wenn (i, j, k) eine gerade Permutation von 1,2,3 ist, ai × aj = ak.
({ai,aj ,ak} ist eine rechtshändige Orthonormalbasis.)

Wenn (i, j, k) eine ungerade Permutation von 1,2,3 ist, ai × aj = −ak.
({ai,aj ,ak} ist eine linkshändige Orthonormalbasis.)

→ ai × aj = εijkak.
b) d = diei und B = biei in einer zeitunabhängigen und rechtshändigen Orthonormalbasis {e1, e2, e3}.
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d
dt
d(t) = γd(t)×B → ddi

dt
ei = (diei)× (bjej) = dibj(ei × ej) = dibjεijkek

c) det(E) = (ei × ej) · ek = εijℓeℓ · ek = εijℓδℓk = εijk
Alternativ :

Wenn i = j, z.B. E = ( e1 e1 e2 ) =





1 1 0
0 0 1
0 0 0



 → detE = 0

In ähnlicher Weise, detE = 0 wenn i = j, j = k, oder k = i.
Wenn zwei Spalten in der Matrix E vertauscht werden, ändert die Determinante ihr Vorzeichen,
d.h, wenn i, j, k eine gerade Permutation von 1,2,3 ist, detE = det( e1 e2 e3 ) = 1
und, wenn i, j, k eine ungerade Permutation von 1,2,3 ist, detE = −det( e1 e2 e3 ) = −1
Zusammenfassung : det(E) = εijk
d) i-te Elemente des Vektors e1 : δi1, i-te Elemente des Vektors e2 : δi2, i-te Elemente des Vektors e3 : δi3

→ i-te Elemente des Vektors ej : δij → E = ( ei ej ek ) =





δ1i δ1j δ1k
δ2i δ2j δ2k
δ3i δ3j δ3k





e) Aus c und d, det





δ1i δ1j δ1k
δ2i δ2j δ2k
δ3i δ3j δ3k



 = εijk

Wenn zwei Zeilen in der Matrix E vertauscht werden, z.B., det





δ2i δ2j δ2k
δ1i δ1j δ1k
δ3i δ3j δ3k



 = −εijk

Im Allgemeinen, wenn ℓ,m, n eine gerade Permutation von 1,2,3 ist, det





δℓi δℓj δℓk
δmi δmj δmk

δni δnj δnk



 = εijk

und, wenn ℓ,m, n eine ungerade Permutation von 1,2,3 ist, det





δℓi δℓj δℓk
δmi δmj δmk

δni δnj δnk



 = −εijk

wenn ℓ = m, m = n, oder n = ℓ, detM = 0 (siehe c).
→ detM = εijkεℓmn

f) Aus e), εijkεklm = det





δik δiℓ δim
δjk δjℓ δjm
δkk δkℓ δkm





= δikδjℓδkm + δjkδkℓδim + δkkδiℓδjm − δikδkℓδjm − δjkδiℓδkm − δkkδjℓδim
= δimδjℓ + δjℓδim + 3δiℓδjm − δiℓδjm − δjmδiℓ − 3δjℓδim = δiℓδjm − δjℓδim

3.3 Orthogonalprojektion

a) In der Orthonormalbasis {e1, e2} wird ein Vektor als x = xiei dargestellt, wobei x1e1 (oder x2e2) die
Orthogonalprojektion des Vektors x auf den Basisvektor e1 (oder e2), d.h. x = xiei = P̂1x+ P̂2x

Ersetzung x = fi → fi = P̂1fi + P̂2fi.
Da P̂j = ej ⊗ ej , fi = e1(e1 · fi) + e2(e2 · fi) = ej(ej · fi). → sji = ej · fi
b) Q̂i = fi ⊗ fi,
In der Basis {e1, e2}, x = xiei und yi = Q̂i(xkek) = xkfi(fi · ek) = xkfiski (Wir notieren, dass für
unterstrichene Indizes (z.B. i) die Einsteinsche Summenkonvention nicht gilt.)
yij = yi · ej = xkski(fi · ej) = xksjiski → qijk = sjiski

Q̂1 → Q1 =

(

q111 q112
q121 q122

)

=

(

s11
s21

)

(

s11 s21
)

= 1

5

(

1 2
2 4

)

Q̂2 → Q2 =

(

q211 q212
q221 q222

)

=

(

s12
s22

)

(

s12 s22
)

= 1

5

(

4 −2
−2 1

)

Alternativ : Q̂i ist die Orthogonalprojektion auf den Vektor fi, d.h., Q̂ix = x′
ifi (siehe Bsp.2.3)

→ yi = Q̂ix = x′
ifi = tikxkejsji mit T = S−1 = ST

yij = tikxksji = skixksji → qij = skisji
Anmerkung : Q̂i ist ein Operator und Qi ist die Matrixdarstellung des Operators in der Basis {e1, e2}.
c) In der Basis {f1, f2}, x = x′

ifi und yi = Q̂i(x
′
kfk) = x′

kfi(fi · fk) = x′
kfiδik
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→ y′ij = yi · fj = x′
kδik(fi · fj) = x′

kδikδij → q′ijk = δkiδji

Q̂1 → Q′
1
=

(

q′
111

q′
112

q′
121

q′
122

)

=

(

δ11
δ21

)

(

δ11 δ21
)

=

(

1 0
0 0

)

Q̂2 → Q′
2
=

(

q′
211

q′
212

q′
221

q′
222

)

=

(

δ12
δ22

)

(

δ12 δ22
)

=

(

0 0
0 1

)

Alternativ : yi = Q̂ix = x′
ifi = x′

iδijfj → y′ij = x′
iδij = x′

kδikδij → q′ijk = δ′ikδij

Anmerkung : Q̂i ist ein Operator und Q′
i ist die Matrixdarstellung des Operators in der Basis {f1, f2}.

Für einen Operator Q̂i hängt die Matrixdarstellung von der Basis ab (Vergleich das Ergebnis mit (b)).
d)

S ·Q′
1
· ST = 1√

5

(

1 2
2 −1

)(

1 0
0 0

)

1√
5

(

1 2
2 −1

)

= 1

5

(

1 2
2 4

)

= Q1

S ·Q′
2
· ST = 1√

5

(

1 2
2 −1

)(

0 0
0 1

)

1√
5

(

1 2
2 −1

)

= 1

5

(

4 −2
−2 1

)

= Q2

alternativ : qijk = ej · Q̂i · ek = sjℓfℓ · Q̂i · fmskm = sjℓq
′
iℓmskm

Anmerkung : S ·Q′
i · S

T = Qi ist eine Basistransformation in der Matrixdarstellung des Operators Q̂i.

e) (q1jk + q2jk) = Q1 +Q2 =

(

1 0
0 1

)

Anmerkung : Die Matrixdarstellung der Identität ist unabhängig von der Basis,
d.h. Q′

1
+Q′

2
= S · (Q1 +Q2) · S

T = S · ST = I

f) In Matrixschreibweise
(2q1ij − q2ij)(2q1jk − q2jk) → (2Q1 −Q2) · (2Q1 −Q2) = 4Q1 ·Q1 − 4Q1 ·Q2 +Q2 ·Q2

Da Q1 ·Q1 = Q1, Q2 ·Q2 = Q2 und Q1 ·Q2 = 0,

((2q1ij − q2ij)(2q1jk − q2jk)) = 4Q1 +Q2 = 1

5

(

8 6
6 17

)
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