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3. Tutorium - Lésungen 28.10.2022

3.1 Dualraum

a) Grundfliiche : A = |A] = |vy X vy

Hohe : ws = |ws| = |vs - A|/A

Volumen : V = Aws = |vs - A| = (v1 X v3) - v = 3
Bemerkung : (v Xva)-vg = (VaXv3)vy = (V3XVy)-Va
b) detS=3=V

i _ si
c) viv; =0;
v! ist orthogonal zu v, und v3 — v! = ¢vy x v3, Normierung vl -vi =cV =1 = c= 1/v

vl = %(el — 2e, + 3e3), In dhnlicher Weise, vZ = %V3 X Vi = ey —es, v3 = %Vl X Vg = %(—el —es + 3e3)
Anmerkung : Definition der dualen Basisvektoren, v* - v; = 5;., in Matrixschreibweise :

vl el

V2 (V1 A\ V3)=I—>T 62 (e1 €9 e3)S=I

v3 el

In orthonormalen Systemen sind die dualen Basisvektoren gleich als die urspriinglichen Basisvektoren, d.h.
e =e;und e -e; = ;.

vl el
S TS=I->T=S'1toder | v? | =S !| &2
v3 e’

Anmerkung 2 : Hier ( e ey e3 ) oder ( Vi V2 V3 ) ist eine 1 x 3 Matrix, deren Elemente Vektoren

2 (53]
sind. Jeder Vektor kann in einer Basis als, z.B., vi = ( e e e3 ) 1 oder vi = ( 2 1 1 ) ey
1 €3
bezeichnet werden. In solchen Ausdriicken werden die Basisvektoren oft abgekiirzt und der Vektor wird als
2
eine 3 x 1 Matrix [ 1 (ein Spaltenvektor) oder als eine 1 x 3 Matrix ( 2 1 1) (ein Zeilenvektor)
1

beschrieben. Nur in dieser abgekiirzten Schreibweise muss man die Transposition einer Matrix (eines ab-
gekiirzten “Vektors”) beachten. Es gibt keine Transposition fiir den nicht-abgekiirzten Vektor vq. Da in
diesem Semester die Basistransformation ein Hauptthema ist, wird ein Vektor in verschieden Basen darge-
stellt. Deswegen ist es empfohlen, immer die Basisvektoren explizit zu schreiben und keine abgekiirzte Form
zu verwenden.

d) V* =det(S7!) = %

Alternativ : V = det(S) und V* = det(S7!) = 1/V.

3.2 Levi-Civita Symbol

a) Wenn i = j, a; x a; = 0.

Wenn (i, j, k) eine gerade Permutation von 1,2,3 ist, a; x a; = a.

({ai,aj,a;} ist eine rechtshéndige Orthonormalbasis.)

Wenn (4, j, k) eine ungerade Permutation von 1,2,3 ist, a; X a; = —ay.

({ai,a;,a;} ist eine linkshédndige Orthonormalbasis.)

— a; X a; = &Lk

b) d = d;e; und B = b;e; in einer zeitunabhéngigen und rechtshindigen Orthonormalbasis {e1, ez, es}.



%d(t) = ’yd(t) x B — d;ii €e; = (dzel) X (bjej) = dibj(ei X ej) = dibjsijkek
c) det(E) = (e; x €;) - ey = €jj0€r - € = €40k = €ijk

Alternativ :
1 1 0
Wenni=j,zB.E=(e e e )= 0 0 1 — detE =0
0 0 O

In &hnlicher Weise, detE = 0 wenn ¢ = j, j = k, oder k = 1.

Wenn zwei Spalten in der Matrix E vertauscht werden, dndert die Determinante ihr Vorzeichen,

d.h, wenn 14, j, k eine gerade Permutation von 1,23 ist, detE =det( e; ex e3 )=1

und, wenn i, j, k eine ungerade Permutation von 1,23 ist, detE = —det( €1 e3 ez )= —1
Zusammenfassung : det(E) = ¢,

d) i-te Elemente des Vektors e : d;1, i-te Elemente des Vektors e : 0;2, i-te Elemente des Vektors es : d;3

01 015 Ok
— i-te Elemente des Vektorse; : 6;; = E=(e; e; ey )= | 02 025 o
03; 035 O3k
01i 015 Ok
e) Auscund d, det [ J2; d2; dos = E€ijk
03; 035 O3k
d2; 025 Ok
Wenn zwei Zeilen in der Matrix E vertauscht werden, z.B., det [ d1; 615 01k = —€ijk
03; 03; O3k
O Orj  Ouk
Im Allgemeinen, wenn £, m,n eine gerade Permutation von 1,2,3 ist, det [ dmi Omj Omr | = €ijk
dei Ouj  Ouk
und, wenn £, m,n eine ungerade Permutation von 1,2,3 ist, det | i Omj  Omk = —Eijk
Jni 5nj 5nk

wenn £ =m, m = n, oder n = ¢, detM = 0 (siehe c¢).
— detM = €ijkEtmn
Oi. it Oim
f) Aus e), €ijkekim =det | 01 dj0 9
Okk Okt Okm
= 0ik0;20km + 0jk0kedim + Okk0ieOjm — OikOkeOjm — 05k0ie0km — OkkOjelim
= 0imje + 0j00im + 30:00jm — 6500 im — Sjm0is — 30;00im = 0100 jm — 0j¢0im

3.3 Orthogonalprojektion

a) In der Orthonormalbasis {e;,e2} wird ein Vektor als x = z;e; dargestellt, wobei z1e; (oder xqeq) die
Orthogonalprojektion des Vektors x auf den Basisvektor e; (oder e3), d.h. x = z;e; = 131x + 152)(
Ersetzung x =f; — f; = f’lfi + pgfi.

Da 13]' =€y ®ej, fl = el(el . fz) +e2(e2 . fl) = ej(ej . fl) — Sji = €5+ fz

b) Qi =f; 1,

In der Basis {ej,es2}, x = x;€; und y; = Qi(xkek) = z1fi(f; - ex) = wifisk; (Wir notieren, dass fiir
unterstrichene Indizes (z.B. i) die Einsteinsche Summenkonvention nicht gilt.)

Yij = Vi~ = xkski(fi - €) = xrsjiski — qigk = 5jiSki

A _( @11 quz2 \ _ [ S11 _1( 1 2
Q1_>Q1_<Q121 Q122)_<521>(811 821)_5(2 4)

@ oa= ()= () (e =2 (G )

Alternativ : Q; ist die Orthogonalprojektion auf den Vektor f;, d.h., Qix = xif; (siehe Bsp.2.3)
= yi = Qix = 2)f; = typapejsy mit T =81 =87

Yij = tikThSji = SkiTrSji = Gij = SkiSji

Anmerkung : Q; ist ein Operator und Q; ist die Matrixdarstellung des Operators in der Basis {e1,e2}.
c¢) In der Basis {f1,f2}, x = zif; und y; = Qi(z}.fx) = 21 L (f; - ) = z).£i0u

=



=Y =vi =/x§c5zk§fz' £;) = 21.0ik0i; — i1 = Okidji
A 111 9112 011 1 0
— Q= = i1 6 =
Q Qi < Q21 22 ) < 021 > ( o ) < 0 0
A @11 12 012 0 0
— Q5= = J12 6 =
Q2 = Q5 < oot Gha ) < S (012 022 ) 0 1
Alternativ : y; = Qix = z}f; = 2}0;;£; — yéj = 17045 = x},0i0i5 — qgj]c = 0;3,04;
Anmerkung : Q; ist ein Operator und Q} ist die Matrixdarstellung des Operators in der Basis {f;, f5}.

Fiir einen Operator Q; héingt die Matrixdarstellung von der Basis ab (Vergleich das Ergebnis mit (b)).
d)

o ar_ 1 (1 2 Lo, /1 2 \_,/12)_

SQlS_ﬁ(2—1 00)vl2 -1 )75(2 1)
o er_ 1 (1 2 00 (1 2\_ (4 =2)\_
SQ2S¢5<2—1 01)wle -1)75( 2 1 )=@

alternativ : g;jr = e; - Ql ey = sjfy - Qi A Skm = 550G} g, Skm )
Anmerkung : S - Q! - ST = Q; ist eine Basistransformation in der Matrixdarstellung des Operators Q;.

e) (q1jk + q2j) = Q1+ Q2 = ( (1) 2

Anmerkung : Die Matrixdarstellung der Identitét ist unabhéngig von der Basis,

dh. Q) +Q,=S - (Q1+Qq)-ST=8-8T=1

f) In Matrixschreibweise

(2q1i5 — 2i5) (2q1k — q2jk) = (2Q1 — Q2) - (2Q1 — Q2) =4Q1 - Q1 —4Q1 - Q2 + Q2 - Q2
DaQ:-Q1=Q1,Q2-Q:=Q2und Q1 -Q2 =0,

((2q145 — q2i5) 2q1jk — q2jk)) = 4Q1 + Q2 = % ( 2 167 )



