Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2022W

4. Tutorium - Lésungen 4.11.2022

4.1 Spektraltheorem

a) %X(t) = AX(t) — %xi(t)ei = a;;€; X €; 'l‘k(t)ek = aijxk(t)eicsjk = Qi;T; (t)ei
oder mit Koeffizientenvergleich % z;(t) = a;;z;(t)

Anmerkung : < Z;i Z;z > ist eine Matrixdarstellung des Operators A= a;;€; ® e;.
A - x wird in Indexschreibweise als a;;x; dargestellt. Wie ein Vektor, kann ein Operator als eine Matrix
dargestellt werden. Die Elemente der Matrix héngen von der Basis ab.
b) Eigenwertgleichung : a;;z; = Ax; — (a;; — Adij)z; =0
Wenn det(a;; — Ad;;) = 0, existiert nicht-triviale Losungen
det(aij —)\(51']') = ()\—4)2—1:0—> A1 :5, Ay =3
Eigenvektoren : vi = 271/2(e; + ey) fiir \; = 5 und vy = 27/2(e; — e) fiir Ay = 3
Anmerkung : Fiir einen selbstadjungierter Operator sind die Eigenvektoren orthogonal, d.h. v;v; o< §;;. Die
Transformationsmatrix S erfiillt die Bedingung detS # 0 und die Eigenvektoren sind linear unabhéngig.
. stooshy 1 1
c)vi:sﬂej mlt(S% 822 >\}§( 1 1 >

P, = Vi QV; = 8j;€; Q Sii€k = S;iSki€j & €y

P; sei die Matrixdarstellung des Operators P, :

1 11 1 1 -1

Plz;(l)(l 1):;(1 l)undm:;(_l)u _1):;<_1 X )
1 -1 1 -1 4 1 ai;p ap2
d)’\lPﬁ/\?P?g(—l 1>+§<—1 1)(1 4)(@1 a22>

Alternativ : Fiir die Orthonormalbasis {vy, va}, P, +P,=1
A = A(Pl —+ 132) = Z?:l AVi X V; = Z?:l >\ivi 29 V; = Z?:l )\zpz
!/ li
e) Matrixelemente beziiglich der Eigenbasis : aj; = v;Av; = v;\jv; = \;dij, ( 11 912 ) = ( 5 0 )
171 EA Ay, Qo 0 3
£) 5x(t) = Ax(t) = &aj(t)vi = Azj(t)v; = 37, N (t)vi,
Koeffizientenvergleich : %/ (t) = A;aj(t), Die Losung 2(t) = e*ita}(0)
Anmerkung : Mit der Basistransformation zur Eigenbasis wurde die gekoppelten linearen Differential-
gleichungen 4 z;(t) = a;;z;(t) in zwei ungekoppelten linearen Differentialgleichungen 4/ (t) = ;z}(t)
transformiert.
g) Fiir orthogonale Projektoren gilt P,P; = 6;;P;
— A" = (M Py + MPy)" = APy + AP,
— et =% A /! = don Zi()\it)"/n!f’i => MtP;
Ax(0) = Y7, eMai(0)vi = 307, NPl (0)vs = 307, M6y (0)vs
= Y M (0)vi = X, @ (t)ve = x(t)

Basistransformation : x(t) = ( vi vy ) ( 28 ) —(vi v2) < e;t egt ) ( xégg;

_ 1 L1 et 0 z10) \ _ 1 (st 3t,./
~(e o) (1 L) (5 &) (20))=H e o)
Zusétzliche Frage : Berechnen Sie die Eigenwerte und die Eigenvektoren des Operators f(A) wobei f(x) eine

analytische Funktion ist.
Losung : Eigenwerte f(A;) und Eigenvektoren v; (Nachrechnen)
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4.2 Identitét

a) Aus der Angabe f; = e;s7; und zusitzlich werden die dualen Basisvektoren als £ = t*;e’ dargestellt.

fi. f; = tiek . egsej

Welil fiir die Orthonormalbasis e’ - e = 5;, gilt f? - f; = tikéfsfj = tikskj

(Anmerkung : Da e; - e; = d;;, kann fiir die Orthonormalbasis die dualen Basisvektoren als e’ = e; oder
e’ = §"e; dargestellt werden.)

Mit der Definition der dualen Basisvektoren f*-f; = §; muss die Transformationsmatrix T = (¢';) die Inverse

. ; . thy thy —1 -1\ ' -2 -1
i n = =
der Matrix S = (s*;) sein, d.h. ( 2, 2, )= 1 5 ) 1

fl = —2e! —e2 und f2 =e! +e2 oder f! = —2e; — ey und f2 = e; + e,

b) fi = tijej = tijéjkek

157; = fi ® fi = ejsji ® tigee = ejsji X tigéekek = sjitiﬁfkej X eg

Die Matrixelemente sind gegeben durch p;’ k— i Piek = g7, tL,6t%

(Anmerkung : In der Basis mit dem tiefgestellten Index ‘werden die Koordinate eines Vektors oder die
Elemente einer Matrix mit dem hochgestellten Index (kontravariante Elemente) dargestellt.)

P, sei die Matrixdarstellung des Operators f’l :

TN (- -5 1)
P (o )= () e (0 9) = ()0 n=(5 )
c)P1+P2:((1) g’)

Alternativ : Zle pil* = s7,t1,6%F = §)6%% = §7% (T ist die Inverse von S)

d) QZ =figf, = tiel ® ekski = tigééjej ® ekski = s’“it%éejej ® ey,

Die Matrixelemente sind durch ¢;7% = ejQiek = skitigééj gegeben.

Q; sei die Matrixdarstellung des Operators Q :Q; = pPT

) Qi+ Q=P +P] =1

Anmerkung : Zum Beispiel ist der Projektor P, die Projektion auf den Vektor f; parallel zum Vektor f5.

Versuchen Sie, die Projektion eines Vektor x = e; 4+ 2e3 mit dem Operator P; graphisch darzustellen. (siehe
Bsp.2.4)

O =

4.3 Differentialoperatoren
a) Vx = eiaia:jej = 81‘5(}]‘(51‘]‘ = Biati = 51‘1’ =3
b) Vx = el@i Tj€e;Trer = eiai\/xja:kéjk = eiai\/m = ei27 %&(x]x]) = ei27 ﬁz@jx]’ =e€; ﬁvx;;wk
Anmerkung : Vergessen Sie nicht die Einsteinsche Summenkonvention, z.B. ,/z;z; = 1/2?:1 Tix; =
V121 + 229 + x3x3. Die Kettenregel richtig angewenden (0;,/Z;2; # (0i/T;)\/T; + /ZT;(0i\/T;))
4] 9z’ 0
0) p(x) = b = Sz B
Da 2/ = syt 92 — s7, §a'F = 57,68 = 57,

ox’
Da fiir die Olrt'honormalbasis7 ) = x; und % = %, % = 0;v
— Olp(x) = 57,0, f.
Anmerkung : Die Ableitung ailf’j wird mit der gleichen Matrix S als die Basisvektoren transformiert. Diese

kovariante Komponente wird mit dem tiefgestellten Index 0} = % dargestellt. Anderseits wird die Ablei-
p

tung gx,‘ mit der Inverse S™! transformiert (nachrechnen!). Diese kontravariante Komponente wird mit dem
J .
hochgestellten Index 97 = 8%3_ dargestellt.



