
Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2022W

4. Tutorium - Lösungen 4.11.2022

4.1 Spektraltheorem

a) d
dtx(t) = Âx(t) → d

dtxi(t)ei = aijei ⊗ ej · xk(t)ek = aijxk(t)eiδjk = aijxj(t)ei

oder mit Koeffizientenvergleich d
dtxi(t) = aijxj(t)

Anmerkung :

(

a11 a12
a21 a22

)

ist eine Matrixdarstellung des Operators Â = aijei ⊗ ej .

Â · x wird in Indexschreibweise als aijxj dargestellt. Wie ein Vektor, kann ein Operator als eine Matrix
dargestellt werden. Die Elemente der Matrix hängen von der Basis ab.

b) Eigenwertgleichung : aijxj = λxi → (aij − λδij)xj = 0

Wenn det(aij − λδij) = 0, existiert nicht-triviale Lösungen

det(aij − λδij) = (λ− 4)2 − 1 = 0 → λ1 = 5, λ2 = 3

Eigenvektoren : v1 = 2−1/2(e1 + e2) für λ1 = 5 und v2 = 2−1/2(e1 − e2) für λ2 = 3

Anmerkung : Für einen selbstadjungierter Operator sind die Eigenvektoren orthogonal, d.h. vivj ∝ δij . Die
Transformationsmatrix S erfüllt die Bedingung detS 6= 0 und die Eigenvektoren sind linear unabhängig.

c) vi = sjiej mit

(

s1
1

s12
s2
1

s22

)

= 1√
2

(

1 1
1 −1

)

P̂i = vi ⊗ vi = sjiej ⊗ skiek = sjiskiej ⊗ ek

Pi sei die Matrixdarstellung des Operators P̂i :

P1 = 1

2

(

1
1

)

(

1 1
)

= 1

2

(

1 1
1 1

)

und P2 = 1

2

(

1
−1

)

(

1 −1
)

= 1

2

(

1 −1
−1 1

)

d) λ1P1 + λ2P2 = 5

2

(

1 −1
−1 1

)

+ 3

2

(

1 −1
−1 1

)

=

(

4 1
1 4

)

=

(

a11 a12
a21 a22

)

Alternativ : Für die Orthonormalbasis {v1,v2}, P̂1 + P̂2 = Î.

A = A(P̂1 + P̂2) =
∑

2

i=1
Avi ⊗ vi =

∑

2

i=1
λivi ⊗ vi =

∑

2

i=1
λiP̂i

e) Matrixelemente bezüglich der Eigenbasis : a′ij = viÂvj = viλjvj = λjδij ,

(

a′
11

a′
12

a′
21

a′
22

)

=

(

5 0
0 3

)

f) d
dtx(t) = Âx(t) → d

dtx
′
i(t)vi = Âx′i(t)vi =

∑

2

i=1
λix

′
i(t)vi,

Koeffizientenvergleich : d
dtx

′
i(t) = λix

′
i(t), Die Lösung x′i(t) = eλitx′i(0)

Anmerkung : Mit der Basistransformation zur Eigenbasis wurde die gekoppelten linearen Differential-
gleichungen d

dtxi(t) = aijxj(t) in zwei ungekoppelten linearen Differentialgleichungen d
dtx

′
i(t) = λix

′
i(t)

transformiert.

g) Für orthogonale Projektoren gilt P̂iP̂j = δijP̂i

→ Ân = (λ1P̂1 + λ2P̂2)
n = λn

1
P̂1 + λn

2
P̂2

→ eÂt =
∑

n Â
ntn/n! =

∑

n

∑

i(λit)
n/n!P̂i =

∑

i e
λitP̂i

eÂtx(0) =
∑

2

i=1
eÂtx′i(0)vi =

∑

2

i,j=1
eλjtP̂jx

′
i(0)vi =

∑

2

i,j=1
eλjtδijx

′
i(0)vi

=
∑

2

i=1
eλitx′i(0)vi =

∑

2

i=1
x′i(t)vi = x(t)

Basistransformation : x(t) =
(

v1 v2

)

(

x′
1
(t)

x′
2
(t)

)

=
(

v1 v2

)

(

e5t 0
0 e3t

)(

x′
1
(0)

x′
2
(0)

)

=
(

e1 e2
)

1√
2

(

1 1
1 −1

)(

e5t 0
0 e3t

)(

x′
1
(0)

x′
2
(0)

)

= 1√
2

(

e5tx′
1
(0) + e3tx′

2
(0)

)

e1+
1√
2

(

e5tx′
1
(0)− e3tx′

2
(0)

)

e2

Zusätzliche Frage : Berechnen Sie die Eigenwerte und die Eigenvektoren des Operators f(Â) wobei f(x) eine
analytische Funktion ist.

Lösung : Eigenwerte f(λi) und Eigenvektoren vi (Nachrechnen)
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4.2 Identität

a) Aus der Angabe fi = ejs
j
i und zusätzlich werden die dualen Basisvektoren als f i = tije

j dargestellt.
f i · fj = tike

k · eℓsℓj
Weil für die Orthonormalbasis ei · ej = δij , gilt f

i · fj = tikδ
k
ℓ s
ℓ
j = tiks

k
j

(Anmerkung : Da ei · ej = δij , kann für die Orthonormalbasis die dualen Basisvektoren als ei = ei oder
ei = δijej dargestellt werden.)
Mit der Definition der dualen Basisvektoren f i ·fj = δij muss die Transformationsmatrix T = (tij) die Inverse

der Matrix S = (sij) sein, d.h.

(

t11 t12
t21 t22

)

=

(

−1 −1
1 2

)−1

=

(

−2 −1
1 1

)

f1 = −2e1 − e2 und f2 = e1 + e2 oder f1 = −2e1 − e2 und f2 = e1 + e2
b) f i = tije

j = tijδ
jkek

P̂i = fi ⊗ f i = ejs
j
i ⊗ tiℓe

ℓ = ejs
j
i ⊗ tiℓδ

ℓkek = sjit
i
ℓδ
ℓkej ⊗ ek

Die Matrixelemente sind gegeben durch pi
jk = ejP̂ie

k = sjit
i
ℓδ
ℓk

(Anmerkung : In der Basis mit dem tiefgestellten Index werden die Koordinate eines Vektors oder die
Elemente einer Matrix mit dem hochgestellten Index (kontravariante Elemente) dargestellt.)

Pi sei die Matrixdarstellung des Operators P̂i :

P1 =

(

p1
11 p1

12

p1
21 p1

22

)

=

(

s1
1

s21

)

(

t11 t12
)

(

1 0
0 1

)

=

(

−1
1

)

(

−2 −1
)

=

(

2 1
−2 −1

)

P2 =

(

p2
11 p2

12

p2
21 p2

22

)

=

(

s1
2

s22

)

(

t21 t22
)

(

1 0
0 1

)

=

(

−1
2

)

(

1 1
)

=

(

−1 −1
2 2

)

c) P1 +P2 =

(

1 0
0 1

)

Alternativ :
∑

2

i=1
pi
jk = sjit

i
ℓδ
ℓk = δjℓδ

ℓk = δjk (T ist die Inverse von S)

d) Q̂i = f i ⊗ fi = tiℓe
ℓ ⊗ eks

k
i = tiℓδ

ℓjej ⊗ eks
k
i = skit

i
ℓδ
ℓjej ⊗ ek

Die Matrixelemente sind durch qi
jk = ejQ̂ie

k = skit
i
ℓδ
ℓj gegeben.

Qi sei die Matrixdarstellung des Operators Q̂i : Qi = PT
i

e) Q1 +Q2 = PT
1
+PT

2
= I

Anmerkung : Zum Beispiel ist der Projektor P̂1 die Projektion auf den Vektor f1 parallel zum Vektor f2.
Versuchen Sie, die Projektion eines Vektor x = e1+2e2 mit dem Operator P̂1 graphisch darzustellen. (siehe
Bsp.2.4)

4.3 Differentialoperatoren

a) ∇x = ei∂ixjej = ∂ixjδij = ∂ixi = δii = 3
b) ∇x = ei∂i

√
xjejxkek = ei∂i

√

xjxkδjk = ei∂i
√
xjxj = ei

1

2
√
xkxk

∂i(xjxj) = ei
1

2
√
xkxk

2δijxj = ei
xi√
xkxk

Anmerkung : Vergessen Sie nicht die Einsteinsche Summenkonvention, z.B.
√
xjxj =

√

∑

3

j=1
xjxj =

√
x1x1 + x2x2 + x3x3. Die Kettenregel richtig angewenden (∂i

√
xjxj 6= (∂i

√
xj)

√
xj +

√
xj(∂i

√
xj))

c) ∂′iψ(x) =
∂ψ
∂x′i = ∂xj

∂x′i

∂ψ
∂xj

Da xj = sjkx
′k, ∂xj

∂x′i = sjk∂
′
ix

′k = sjkδ
k
i = sji

Da für die Orthonormalbasis, xj = xj und
∂
∂xj

= ∂
∂xj ,

∂ψ
∂xj = ∂jψ

→ ∂′iψ(x) = sji∂jf .

Anmerkung : Die Ableitung ∂ψ
∂x′j wird mit der gleichen Matrix S als die Basisvektoren transformiert. Diese

kovariante Komponente wird mit dem tiefgestellten Index ∂′j =
∂
∂x′j dargestellt. Anderseits wird die Ablei-

tung ∂ψ
∂x′

j

mit der Inverse S−1 transformiert (nachrechnen!). Diese kontravariante Komponente wird mit dem

hochgestellten Index ∂′j = ∂
∂x′

j

dargestellt.
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