Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2022W

5. Tutorium fiir 11.11.2022

5.1 Metrischer Tensor

Eine nicht-orthogonale Basis F' = {f},f, f3} wird in einer Orthonormalbasis
E = {e1, ey, €3} durch f; = s7;e; definiert, wobei
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a) Der Vektor x ldsst sich in der Orthonormalbasis F als x = z'e; mit

(', 2% %) = (2,1,4) darstellen. Berechnen Sie die Linge des Vektors L =
VXX

b) Der Vektor x aus (a) wird in der nicht-orthogonalen Basis F' als x = 2''f;
dargestellt. Bestimmen Sie die neuen Koordinaten (z'!, 2’2, 2”®) und berechnen
Sie die Lénge des Vektors als \/(2"f;) - (z"f}).

c) F* = {f' £ £} sei die Basis im dualen Raum. Der Vektor x aus (a) wird
im dualen Raum als x = z/f' dargestellt. Bestimmen Sie die Koordinaten
(x}, x4, x4) und berechnen Sie die Lange des Vektors als 4/ (zf?) - (z7£;).

d) Die Basistransformation zwischen F' und F* ist durch f; = f/ hj; definiert.
Berechnen Sie die Elemente hj; der Transformationsmatrix und zeigen Sie hj; =
fj . fz

e) Die inverse Basistransformation ist durch f* = f;h7" definiert. Berechnen Sie
die Elemente A/ der Transformationsmatrix und zeigen Sie h/¢ = 7 - f.

5.2 Tensoren

Ein Tensor zweiter Stufe A ist durch A = a';f; @/ gegeben, wobei B = {f, f,}
eine nicht-orthonormale Basis und B* = {f!, 2} die zugehérige duale Basis ist.
a) Der Rechtseigenvektor x = z'f; erfiillt die Eigenwertgleichung Ax = \x.
Schreiben Sie die Gleichung in Indexschreibweise an.

b) Der Linkseigenvektor y = y,f* erfiillt die Eigenwertgleichung yA = )y.
Schreiben Sie die Gleichung in Indexschreibweise an.

¢) Schreiben Sie die Transformation zwischen den Komponenten a’; in der
gemischten Darstellung und den kovarianten Komponenten a;; des Tensors A
beziiglich der Basis B* an (d.h. A = a,f’ ® 7).

d) Die Eigenwertgleichung Ax = Ax aus (a) wird mit den kovarianten Kom-
ponenten a;; als aijxj = \oJ hj; dargestellt. Bestimmen Sie die kovarianten
Komponenten hj;.

e) Berechnen Sie die Eigenwerte A, Ay (A1 > o) fiir (a'y,a'y,a?,a%) =
(5,3, —6,—4) und stellen Sie die Rechtseigenvektoren x;,xs in der Basis B
und die Linkseigenvektoren y',y? in der Basis B* dar. (Hinweis: Verwenden
Sie die Eigenwertgleichung aus (a) und (b))
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f) Zeigen Sie, y' - xo = y? - x; = 0 und normieren Sie die Linkseigenvektoren
(x" = cy"), sodass die Orthonormalbedingungen x* - x; = 5; erfiillt wird.

g) Wie lauten die Komponenten a’; des Tensors A in der Eigenbasis, d.h.
A = a/ini ® Xj.

h) Sei V' der von der Basis B aufgespannte Vektorraum und die kovarianten
Komponenten des metrischen Tensors beziiglich der Basis B ist durch
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gegeben. Finden Sie eine Orthonormalbasis {e;, ez} von V und bestimmen Sie

die Transformationsmatrix T, wobei ¢';f; = e;. Nehmen Sie an, dass e; parallel
zu f; ist.

Ankreuzbar: lab, lc-e, 2a-d, 2ef, 2gh



