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5. Tutorium - Lösungen 11.11.2022

5.1 Metrischer Tensor

a)x · x = xiei · xjej = xixjδji = 4 + 1 + 16 = 21, L =
√
x · x =

√
21

b) Determinante : V ≡ detS = f1 · (f2 × f3) = −2
Basisvektoren im dualen Raum :
f1 = 1

V
f2 × f3 = (−e1 + e2), f

2 = 1

V
f3 × f1 = 1

2
(e1 − e3), f

3 = 1

V
f1 × f2 = 1

2
(3e1 − 2e2 + e3)

Vektor x : x = fi ⊗ f i · x = fix
′i → x′i = f i · x

Koordinaten : x′1 = f1 · x = −1, x′2 = f2 · x = −1, x′3 = f3 · x = 4,

(x′ifi) · (x′jfj) = x′i(fi · fj)x′j ≡ x′ihijx
′j →

(

−1 −1 4
)





6 2 4
2 3 1
4 1 3









−1
−1
4



 = 21

Länge des Vektors :
√

(x′ifi) · (x′jfj) =
√
21

c)
Vektor x : x = f i ⊗ fi · x = f ix′

i → x′

i = fi · x
Koordinaten : x′

1
= f1 · x = 8, x′

2
= f2 · x = −1, x′

3
= f3 · x = 7,

(x′

if
i) · (x′jfj) = x′

ix
′jδij = −8 + 1 + 28 = 21

Länge des Vektors :
√

(x′

if
i) · (x′jfj) =

√
21

d) Identität : f i ⊗ fi = I

fi = (f j ⊗ fj) · fi = f j(fj · fi) → hji = fj · fi (siehe hij in (b))
e) Identität : fi ⊗ f i = I

f i = (fj ⊗ f j) · f i = fj(f
j · f i) → hji = f j · f i

Anmerkung : Die Transformationsmatrix hij ist als metrischer Tensor bekannt (gij = hij) bezüglich der

Basis F und der Tensor definiert die Länge eines Vektors L =
√

x′igijx′j (siehe (b)). Im dualen Raum ist
der metrische Tensor als gij = hij definiert. Bei der Basistransformation von fj zu f i (f i = gijfj) werden
die Koordinaten von x′j zu x′

i durch x′

i = gijx
′j transformiert (nachrechnen!). Die Transformation der

Koordinaten ist die Inverse der Basistransformation, d.h. gijgjk = δik. Die inverse Transformation ist auch
durch fi = gijf

j und x′i = gijx′

j gegeben.

5.2 Tensoren

a) Âx = aijfi ⊗ f jxkfk = aijfix
kδjk = aijx

jfi und λx = λxifi
Koeffizientenvergleich : aijx

j = λxi

b) yÂ = ykf
kaijfi ⊗ f j = yka

i
jδ

k
i f

j = yia
i
jf

j und λy = λyjf
j

Koeffizientenvergleich : yia
i
j = λyj

c) Mit Identität I = fi ⊗ f i gilt f i = fj ⊗ f j · f i = fjg
ji wobei gji = f j · f i

Â = aijf
i ⊗ f j = aijg

kifk ⊗ f j ≡ akjfk ⊗ f j

Koeffizientenvergleich : akj = aijg
ki

d) Âx = aijf
i ⊗ f jxkfk = aijx

jf i und λx = λxjfj = λxjgjif
i mit gji = fj · fi

Koeffizientenvergleich : aijx
j = λxjgji → hji = gji = fj · fi

Anmerkung : Der Koeffizientenvergleich muss mit der gleichen Basis auf beiden Seiten der Gleichung durch-
geführt werden. Der Koeffizientenvergleich soll z.B. in den Ausdruck aijx

jf i = λxifi nicht durchgeführt
werden.

e) Gleichung aijx
j = λxi aus (a) in Matrixschreibweise

(

5 3
−6 −4

)(

x1

x2

)

= λ

(

x1

x2

)

Wenn det

(

5− λ 3
−6 −4− λ

)

= 0, existiert nicht-triviale Lösungen.

Eigenwert λ1 = 2 und Rechtseigenvektor z.B. (x1, x2) = (1,−1) → x1 = f1 − f2
Eigenwert λ2 = −1 und Rechtseigenvektor z.B. (x1, x2) = (1,−2) → x2 = f1 − 2f2

1



(Hinweise : ersetze in der Eigenwertgleichung λ durch 2 (oder −1) und x1 durch 1. Dann berechne x2)

Gleichung yia
i
j = λyi aus (b) in Matrixschreibweise

(

y1 y2
)

(

5 3
−6 −4

)

= λ
(

y1 y2
)

Eigenwert λ1 = 2 und Rechtseigenvektor z.B. (y1, y2) = (1, 1/2) → y1 = f1 + (1/2)f2

Eigenwert λ2 = −1 und Rechtseigenvektor z.B. (y1, y2) = (1, 1) → y2 = f1 + f2

f) y1 · x2 = 1− 1 = 0, y2 · x1 = 1− 1 = 0,
y1 · x1 = 1− 1/2 = 1/2 → x1 = 2y1 = 2f1 + f2

y2 · x2 = 1− 2 = −1 → x2 = −y2 = −f1 − f2

Anmerkung : Für nicht-selbstadjungierte Matrizen kann die Eigenvektoren eine nicht-orthogonale Basis
bilden. Die Links- und Rechtseigenvektoren sind die dualen Basisvektoren zu einander.
g) a′ij = xiÂxj = λiδ

i

j

h) Annahme : e1 = cf1, Normierung : c2f1 · f1 = c2g11 = c2 = 1 → e1 = f1
e2 ist orthogonal zum Vektor e1 und auch zum f1 → e2 = cf2,

wobei c = 1/
√

g22 und f2 = g2ifi mit

(

g11 g12

g21 g22

)

=

(

g11 g12
g21 g22

)

−1

=

(

5 −2
−2 1

)

e2 = f2 = −2f1 + f2

→
(

e1 e2
)

=
(

f1 f2
)

(

1 −2
0 1

)
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