Mathematische Methoden der Theoretischen Physik 2022W

5. Tutorium - Lésungen 11.11.2022

5.1 Metrischer Tensor

a)x-x =a'e;-xle; = 2'1i; =44+ 1+16=21, L =x -x=+21
b) Determinante : V =detS =f; - (f3 x f3) = —
Basisvektoren im dualen Raum :

fl = %fg X f3 = (—el +62) f = 1f3 X fl (e1 —63) f3 = %fl X fg = %(361 - 232 +63)
Vektor x : x=f; @ f - x = f;2* —>x”—f1-
Koordinaten : 2"t =f! . x= -1, 2”7 =f2 . x=-1,2% =3 . x=4
6 2 4 -1
(x”fl) . ($/jfj) = x”(fi . fj)x’j = x”hijx’j — ( -1 -1 4 2 3 1 —1 =21
4 1 3 4

Linge des Vektors : \/(2/f;) - (2/7f;) = v/21

)

Vektor x : x=f@f, - x=flz, > 2, =1 -x

Koordinaten : 2] =f1 -x =8, 25 =fo - x=—-1, 25 =13 - x =7,

(zif?) - (278)) = wja" 6 = -8 + 1428 = 21

Linge des Vektors : /(z/f?) - (2/7f;) = V21

d) Identitit : £ @ f; =1

e) Identitit : f; @ f' =1

fi=(fef) = ) > ' = .f

Anmerkung : Die Transformationsmatrix h;; ist als metrischer Tensor bekannt (g;; = h;;) bezliglich der
Basis F' und der Tensor definiert die Linge eines Vektors L = y/x'g;;2" (siehe (b)). Im dualen Raum ist
der metrische Tensor als g% = h" definiert. Bei der Basistransformation von f; zu f* (f' = ¢g¥f;) werden
die Koordinaten von 2" zu ) durch 2 = g;;2" transformiert (nachrechnen!). Die Transformation der
Koordinaten ist die Inverse der Basistransformation, d.h. g% 9jk = §i. Die inverse Transformation ist auch
durch f; = ¢;;f7 und 2/" = gijx;- gegeben.

5.2 Tensoren

a) Ax = a';f; ®f7xkfk—aj BT 5k—a oI f; und Ax = \z'f;
Koefﬁmentenverglelch a‘jzd = Aot
b) yA =y, fFa gt =ya jéffj = y;a’;f7 und Ny = Ay, £
Koeffizientenvergleich : y;a’; = = Ay;
) Mit Identitét I =f; @ £* gilt £' = f; @ £7 - f* = £;¢7* wobei ¢’* = {7 - f*
A—a”f ®fl =aq; g’“fk@)f] _a fk®f3
Koefﬁmentenverglelch a*; = a;;jg"
d) Ax = a”fl ® fizkf, = a”xjfl und Ax = )\xjfj = )\:cjgjl-fi mit gj; = f; - f;
Koeffizientenvergleich : aij:lcj = )\xjgjl- — hji =g =1 - f
Anmerkung : Der Koeflizientenvergleich muss mit der gleichen Basis auf beiden Seiten der Gleichung durch-
gefithrt werden. Der Koeffizientenvergleich soll z.B. in den Ausdruck a;jz/f' = Az'f; nicht durchgefiihrt
werden.

. P ; . . o 5 3 x! x!
e) Gleichung a’;jz7 = Az* aus (a) in Matrixschreibweise | 6 —4 2 )= A 22
3

—4 - A
Eigenwert \; = 2 und Rechtseigenvektor z.B. (z1,2%) = (1,-1) — x; = f; — f;
Eigenwert Ay = —1 und Rechtseigenvektor z.B. (z!,2?) = (1,-2) — x5 = f; — 2,

Wenn det ( 5:6)\ ) = 0, existiert nicht-triviale Losungen.



(Hinweise : ersetze in der Eigenwertgleichung A durch 2 (oder —1) und ! durch 1. Dann berechne x?)
Gleichung y;a’; = A\y; aus (b) in Matrixschreibweise ( Y1 Yo ) < —56 _34 > = )\( Y1 Y2 )
Eigenwert \; = 2 und Rechtseigenvektor z.B. (y1,92) = (1,1/2) — y! = f! + (1/2)f?

Eigenwert Ao = —1 und Rechtseigenvektor z.B. (y1,92) = (1,1) — y? = f! + f?

flyl xo=1-1=0,y2-x=1-1=0,

ylx;=1-1/2=1/2 = x! = 2y! = 2f! + 2

y2 Xxg=1-2=-1>3x2>=—y2=—fl —f2

Anmerkung : Fiir nicht-selbstadjungierte Matrizen kann die Eigenvektoren eine nicht-orthogonale Basis
bilden. Die Links- und Rechtseigenvektoren sind die dualen Basisvektoren zu einander.

g) a’ij = XiAXj = )\ﬁ%

h) Annahme : e; = cf;, Normierung : At fi=cgn=c2=1—=e =1

e, ist orthogonal zum Vektor e; und auch zum f; — e; = cf?,

1 12 -1 5 _9
obei ¢ = 1/1/¢22 und f2 = ¢%'f; mit Y Y _( 911 912 _
wopere /Vg* un gk <921 g% go1 922 -2 1
€y = f2 = —2f1 +f2
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