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6. Tutorium - Lösungen 25.11.2022

6.1 Lokale Transformation

a) x′i = tijx
j ist eine lineare Transformation, z.B., r = t11x+ t12y. Anderseits ist die Koordinatentransfor-

mation ist nicht linear r =
√

x2 + y2 und es ist nicht möglich, dass diese nicht lineare Funktion
√

x2 + y2 als
eine lineare Funktion t11x+ t12y mit konstanten t11 und t12. Deswegen existiert nicht die ortsunabhängige
Transformationsmatrix T.
Alternative :
Wenn eine ortsunabhängige lineare Transformation x′i = tijx

j existieren würde:
Eine kartesischen Koordinaten, z.B., (x1, x2) = (1, 0) entsprechen
zur Polarkoordinaten (x′1, x′2) = (1, 0) → t11 = 1 und t21 = 0
Eine andere kartesischen Koordinaten, z.B., (x1, x2) = (0, 1) entsprechen
zur Polarkoordinaten (x′1, x′2) = (1, π/2) → t12 = 1 und t22 = π/2
Eine andere kartesischen Koordinaten, z.B., (x1, x2) = (1, 1) entsprechen
zur Polarkoordinaten (x′1, x′2) = (

√
2, π/4).

Anderseits

(
t11 t12
t11 t12

)(
x1

x2

)

=

(
1 1
0 π/2

)(
1
1

)

=

(
2
π/2

)

6=
( √

2
π/4

)

→ Die Koordinatentransformation muss linear und ortsabhängig (oder nicht-linear) sein.
b)Taylorentwicklung:
x(r + dr, θ + dθ) ≃ x(r, θ) + ∂x

∂r
dr + ∂x

∂θ
dθ = x(r, θ) + cos θdr − r sin θdθ und

y(r + dr, θ + dθ) ≃ y(r, θ) + ∂y
∂r
dr + ∂y

∂θ
dθ = y(r, θ) + sin θdr + r cos θdθ

(
dx1

dx2

)

=

(
x(r + dr, θ + dθ)− x(r, θ)
y(r + dr, θ + dθ)− y(r, θ)

)

≃
(

cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)(
dr
dθ

)

=

(
s11 s12
s21 s22

)(
dx′1

dx′2

)

Anmerkung: Im Allgemeinen
(
dx1

dx2

)

=

(
x(r + dr, θ + dθ)− x(r, θ)
y(r + dr, θ + dθ)− y(r, θ)

)

≃
(
∂rx ∂θx
∂ry ∂θy

)(
dr
dθ

)

=

(
∂′1x

1 ∂′2x
1

∂′1x
2 ∂′2x

2

)(
dx′1

dx′2

)

→ sij = ∂′jx
i

c) Wenn fi = eja
j
i, gilt dx

jej = dx′ifi = dx′ieja
j
i.

Koeffizientenvergleich : dxj = dx′iaji. Aus (b) gilt a
j
i = sji.

(
f1 f2

)
=

(
e1 e2

)
(

cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)

→ f1 = cos θe1 + sin θe2 und f2 = −r sin θe1 + r cos θe2

d)

f1

f2

0 1

1

x

y
e) dF = |(dx1e1)× (dx2e2)| = dx1dx2|e1 × e2| = dx1dx2 = dxdy
In Polarkoordinaten
dF = |(dx′1f1)× (dx′2f2)| = |(dx′1si1ei)× (dx′2sj2ej)|
= dx′1dx′2|(s11s22 − s21s

1
2)e1 × e2| = dx′1dx′2|detS| = rdrdθ

f) g′ij = fi · fj = skiek · sℓjeℓ = skis
k
j

→
(
g′11 g′12
g′21 g′22

)

=

(
s11 s12
s21 s22

)T (
s11 s12
s21 s22

)

=

(
cos θ sin θ

−r sin θ r cos θ

)(
cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

)

=

(
1 0
0 r2

)

(
g′11 g′12

g′21 g′22

)

=

(
g′11 g′12
g′21 g′22

)−1

=

(
1 0
0 r−2

)

6.2 Krummliniger Koordinaten

Ein Zeil des Beispiels ist die Darstellung des Laplace-Operators in einem krummlinigen Koordinatensystem.
Die Rechnung∇·(∇ψ(x)) = ∇·

(
fj∂

′jψ(x)
)
erfordert nicht nur die Ableitungen des Skalarfeldes ψ(x) sondern

1



auch Ableitungen der ortsabhängigen Basisvektoren. Die Unterpunkte a) und b) sind einige Hinweise füer
die Rechnung der Ableitungen von fj .
a1) ∇x′i = f j∂′jx

′i = f jδij = f i

a2) Aus dem Ergebnis (a1) ∇× f i = ∇× (∇x′i)
Das Ergebnis des Ausdrucks ∇× (∇x′i) muss von Basis unabhängig sein. Wir rechnen ihn in der Orthonor-
malbasis
∇× (∇x′i) = εjkℓej∂k∂ℓx

′i = e1(∂2∂3x
′i − ∂3∂2x

′i) + e2(∂3∂1x
′i − ∂1∂3x

′i) + e3(∂1∂2x
′i − ∂2∂1x

′i) = 0
b1) f1 ist orthogonal zu f2 und f3 → f1 = cf2 × f3

Normierung : f1 · f1 = 1 → cf1 · (f2× f3) = 1 → c = 1/(f1 · (f2× f3)) = 1/detT = detS =W , wobei T = S−1

Auf die gleiche Weise f2 =W f3 × f1, f3 =W f1 × f2.
b2) Beweis in der Standardbasis
∇ · (a×b) = ∇ · (aiei × bjej) = ∇ · (aibjei × ej) = ∇ · (aibjεijkek) = eℓ∂

ℓ · (aibjεijkek) = εijkeℓ · ek∂ℓ(aibj)
= εijkδ

k
ℓ ∂

ℓ(aibj) = εijk((∂
kai)bj + ai(∂kbj)) = (∇× a)jb

j − ai(∇× b)i = (∇× a) · b− a · (∇× b)
b3) ∇ · ( 1

W
f1) = ∇ · (f2 × f3) = (∇× f2

︸ ︷︷ ︸

=0

) · f3 − f2 · (∇× f3
︸ ︷︷ ︸

=0

) = 0

Auf die gleiche Weise ∇ · (W−1f2) = 0 und ∇ · (W−1f3) = 0
c) ∇ · (∇ψ(x)) = f i · ∂′i

(
fj∂

′jψ(x)
)
= f i · ∂′i

(
(W∂′jψ(x))(W−1fj)

)

= f i · (W−1fj)∂
′
i(W∂′jψ(x)) + (W∂′jψ(x)) f i · ∂′i(W−1fj)

︸ ︷︷ ︸

=∇·(W−1fj)=0

= W−1δij∂
′
i(W∂′jψ(x)) = W−1∂′j(W∂′jψ(x)) =

W−1∂′j(Wgij∂′iψ(x))

d)dxi = (∂′jx
i)dx′j ≡ sijdx

′j → sij = ∂′jx
i





s11 s12 s13
s21 s22 s23
s31 s32 s33



 =





sin θ cosφ r cos θ cosφ −r sin θ sinφ
sin θ sinφ r cos θ sinφ r sin θ cosφ

cos θ −r sin θ 0





W = detS = f1 ·f2×f3 = r2 cos2 θ sin θ cos2 φ+r2 sin3 θ sin2 φ+r2 cos2 θ sin θ sin2 φ+r2 sin3 θ cos2 φ = r2 sin θ




g11 g12 g13
g21 g22 g23
g31 g32 g33



 = (fi · fj) = STS =





1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ









g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33



 =





g11 g12 g13
g21 g22 g23
g31 g32 g33





−1

=





1 0 0
0 r−2 0
0 0 r−2/ sin2 θ





∇ · (∇ψ(x)) =W−1∂′j(Wgij∂′iψ(x)) =
1

r2 sin θ

(
∂′1(r

2 sin θ∂′1ψ(x)) + ∂′2(sin θ∂
′
2ψ(x)) + ∂′3(sin

−1 θ∂′3ψ(x))
)

= 1
r2
∂r(r

2∂rψ(x)) +
1

r2 sin θ
∂θ(sin θ∂θψ(x)) +

1
r2 sin2 θ

∂2φψ(x)

e) sij = ∂′jx
i





s11 s12 s13
s21 s22 s23
s31 s32 s33



 =





v cosφ u cosφ −uv sinφ
v sinφ u sinφ uv cosφ
u −v 0





W = detS = f1 · f2 × f3 = u3v cos2 φ+ uv3 sin2 φ+ u3v sin2 φ+ uv3 cos2 φ = uv(u2 + v2)




g11 g12 g13
g21 g22 g23
g31 g32 g33



 = (fi · fj) = STS =





u2 + v2 0 0
0 u2 + v2 0
0 0 u2v2









g11 g12 g13

g21 g22 g23

g31 g32 g33



 =





g11 g12 g13
g21 g22 g23
g31 g32 g33





−1

=





1/(u2 + v2) 0 0
0 1/(u2 + v2) 0
0 0 1/(u2v2)





∇·(∇ψ(x)) =W−1∂′j(Wgij∂′iψ(x)) =
1

uv(u2+v2)

(
∂′1(uv∂

′
1ψ(x)) + ∂′2(uv∂

′
2ψ(x)) + ∂′3((u

2 + v2)/(uv)∂′3ψ(x))
)

= 1
u(u2+v2)∂u(u∂uψ(x)) +

1
v(u2+v2)∂v(v∂vψ(x)) +

1
u2v2 ∂

2
φψ(x)

f) dV = dx′1f1 · (dx′2f2 × dx′3f3) = dx′1dx′2dx′3detS = uv(u2 + v2)dudvdφ
Anmerkung : Die Matrix T = S−1 der lokalen Koordinatentransformation ist nicht auf den globalen

Koordinaten anwendbar, d.h. dx′i = tijdx
j aber x′i 6= tijx

j oder dx = dxiei = dx′ifi aber x = xiei 6= x′ifi.
Z.B., in Kugelkoordinaten x = xe1 + ye2 + ze3 = rf1
in Paraboloid-Koordinaten x = xe1 + ye2 + ze3 = (uf1 + vf2)/2
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