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6. Tutorium - Lésungen 25.11.2022

6.1 Lokale Transformation

a) 2’ = tijxj ist eine lineare Transformation, z.B., r = t'1x + t'5y. Anderseits ist die Koordinatentransfor-
mation ist nicht linear r = y/x2 + y2 und es ist nicht méglich, dass diese nicht lineare Funktion \/z2 + 32 als
eine lineare Funktion t'1z + t'9y mit konstanten ¢'; und t!,. Deswegen existiert nicht die ortsunabhingige
Transformationsmatrix T.

Alternative :

Wenn eine ortsunabhingige lineare Transformation z'* = ¢/ jacj existieren wiirde:

Eine kartesischen Koordinaten, z.B., (z!,2%) = (1,0) entsprechen

zur Polarkoordinaten (2!, 2?) = (1,0) — ¢!y = 1 und ¢?; =0

Eine andere kartesischen Koordinaten, z.B., (z!,22) = (0, 1) entsprechen

zur Polarkoordinaten (z!,2"?) = (1,7/2) — t's =1 und 25 = 7/2

Eine andere kartesischen Koordinaten, z.B., (z!,22) = (1,1) entsprechen

zur Polarkoordinaten (2!, z'?) = (v/2,7/4).
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— Die Koordinatentransformation muss linear und ortsabhéngig (oder nicht-linear) sein.
b)Taylorentwicklung:
z(r+dr,0 + df) ~ x(r,0) + %dr + %dﬂ = z(r,0) + cos Odr — rsin 0df und
y(r+dr,0 4+ db) ~y(r,0) + %dr + %d@ = y(r,0) + sin 0dr + r cos 0d0

da? x(r+dr,0 +df) —x(r,0) \ _ [ cosf —rsinf dr\ ([ st sls dz't
( da? ) - ( y(r+dr,0 4+ do) — y(r,0) > - < sinf  rcosf ) ( de > o < 521 52 > ( da'? )
Anmerkung: Im Allgemeinen

de' \ _ [ x(r+dr,04+d0)—x(r,0) \ _ [ Oz Opx dr\ [ ozt Ohat dz't
( da? > o ( y(r +dr,0 4+ do) — y(r,0) > - < Ory Oy ) ( de > N < o x?  Oha? ) < dx'? )
— s’y =’
c) Wenn f; = e;a’;, gilt drie; = da''f; = da''eja?;.
Koeffizientenvergleich : dz? = dx'*a’;. Aus (b) gilt a’; = s7;.
( f;1 £, ) = ( e, e ) ( z?rfg ;Zf)lsnﬁe ) — f1 = cosfe; + sinfey und f5 = —rsinfe; + r cos e,
e) dF = |(dr'e;) x (dz%ey)| = dr'dz?|e; x es] = dxtdx® = dady
In Polarkoordinaten
dF = |(dz''f)) x (da'*f)] = |(da''s'1e;) x (dx'?s79€)]
= dz"tda"?|(s'15%5 — s%1sta)er x ex] = dz'tda'?|detS| = rdrdf
f) ggj = fz . fj = sk,»ek . nge[ = Skiskj
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6.2 Krummliniger Koordinaten

Ein Zeil des Beispiels ist die Darstellung des Laplace-Operators in einem krummlinigen Koordinatensystem.
Die Rechnung V-(Vi(x)) = V- (£;0"7¢(x)) erfordert nicht nur die Ableitungen des Skalarfeldes v(x) sondern



auch Ableitungen der ortsabhéingigen Basisvektoren. Die Unterpunkte a) und b) sind einige Hinweise fiier
die Rechnung der Ableitungen von f;.
al) Vo't = fjagar”' = fj5§ = f?
a2) Aus dem Ergebnis (al) V x f! =V x (Va'?)
Das Ergebnis des Ausdrucks V x (V2'%) muss von Basis unabhéngig sein. Wir rechnen ihn in der Orthonor-
malbasis
V x (V.l?/i) = ejklej(')kagm’i =e] (6283.13” — 8382.13”) + 62(8381I/i — 816333”) + 83(81621‘” — 82611‘”) =0
bl) f; ist orthogonal zu f? und 3 — f; = cf? x £3
Normierung : f!-f; =1 — cf! - (f2xf3) =1 = c=1/(f! - (f2 x £3)) = 1/detT = detS = W, wobei T = S~!
Auf die gleiche Weise fy = W £3 x f!, f3 = W f! x £2.
b2) Beweis in der Standardbasis
V-(axb)=V-(dle; xbe;) = V- (a'tle; x e;) = V- (a'ble;jrer) = e0" - (a'be;;j1e”) = eijrer - k0 (a'V))
= sijkéé‘”“@e(aibj) = 5i]‘k((6kai)bj + al(8kb3)) = (V X a)jbj — al(V X b)z = (V X a) -b—a- (V X b)
b3) V- (£1) =V - (f2 x £3) = (V x £2) - 3 — 2. (Vx %) =0
=0 =0
Auf die gleiche Weise V - (W™ fy) =0 und V- (W~1f3) =0
¢) V- (Vib(x)) = £ - 0] (59 0(x)) = £ - 0, (W'inp(x)) (W E;))
= ' (W H)0[(WaTy(x)) + (W74 (x)) £ 0 (W) = WI50[(WaTy(x)) = W (WY (x)) =
=V (W-1f;)=0
3 (Wg" 9jp(x))
= (9 )dw’J = s'jdr'l — s'; = O’
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21 s%29 s%3 | = | sinfsing rcosfsing rsinfcoso
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W = detS = f; - f5 x f3 = 12 cos? 0 sin 0 cos? ¢+ r? sin® O sin? ¢+ r? cos? 0 sin O sin? ¢+12 sin® 0 cos? ¢ = r2sin 0
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A(VyY(x)) = W’la’(ngja’z/z( ) = =i (8’ (r? sin 0011 (x)) + 05(sin 0941 (x)) + d4(sin™" 0941 (x)))
L9, r28T¢(X)) + = Smaag(sm 0091 (%)) + 7= Sin2 ea;zp( X)

e) 'y = O’
sty sty sl VCOSP UCOSP —uvsing
21§20 s%3 = | wvsing wusing wvcoso
( 831 832 833 u —v 0
W =detS =f; - f x f3 = u3v cos? ¢+uv351n ¢+u3vsm ¢ + uv® cos? ¢ = uv(u? + v?)
g1 912 913 u? +v? 0 0
921 go2 goz | =(fi-f;)=8STS= 0 w2402 0
( 931 932 33 0 0 u?v?
( gt g g® g g2 g5\ 1/(u? + v?) 0 0
' g® g® | = 92 g2 g = 0 1/(u? +v?) 0
g* g% 933 931 932 933 0 0 1/(u?v?)
V. (Vw( )) WO (W gh 0 (x)) = iz (01 (wvdieh(x)) + 05 (wvdsp(x)) + 95((u + v?) / (uv)D53h(x)))

= W u(udyp(x)) + W&,(v&)w( x)) + uzlvz 32%/1( )

) dV = da'*f) - (da"*fy x da'3f3) = da' dz?dx"3detS = uv(u? + v?)dudvdg

Anmerkung : Die Matrix T = S~! der lokalen Koordinatentransformation ist nicht auf den globalen
Koordinaten anwendbar, d.h. dz/* = t';dz? aber x'* # t';27 oder dx = dz'e; = dz'f; aber x = z'e; # 2''f;.
Z.B., in Kugelkoordinaten x = xe; + yes + ze3 = rfy

in Paraboloid-Koordinaten x = ze; + yes + zeg = (ufy + vfy)/2



