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7. Tutorium - Lésungen 2.12.2022

7.1 Delta-Distribution

a) [70 Ou(x — zo)dz = [~ 50/2 @a(x—xo)derfi/jz @a(w—xo)dx+fa°72 Ou(r — z0)dx = fa/iz Ldr =1

b) Variablentransformation y = x — g :
Joe = 970)”9 (z = wo)dz = [ y"Ouly)dy = [*}7, 3y"dy = 5ty (3)" (1= (~1)"*)

&) [, f(2)Ou(w—ro)da = S22 & £ () [, (w—0)" O ula—ao)da = flao)+3 00y 250 (o) gy (4)" (1= (1))
Im Limes a — O7 f_oo f(2)O4(z — zo)dz — f(x0)

d) [ O4(x — z)dz ist die Fliche eines Rechteck mit Breite a und Héhe 1/a, d.h. die Fléche ist 1 (un-
abhéngig von a).

J75.©a(2(x — g))da ist die Fliche eines Rechteck mit Breite a/2 und Hohe 1/a, d.h. die Fliche ist 1/2
(unabhéingig von a).
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e) Anmerkung : Im Limes a — 0, lim,_0 Zk L f(2r)aOg (z fo §(x — 2')dz' = f(x)

F(z) ist oft in numerischen Rechnungen als eine Naherung der Funktlon f ( ) auf eine diskreten Gitter
verwendet.

7.2 Delta-Distribution und Heaviside-Funktion

a) Variablentransformation ¢t =3z — 2y — 1 : y(t) = 3z — 1 — t)/2 und dy = —(1/2)dt,

25 da [ dy(a®+22y)5(3z—2y—1)6(2x+4y—6) = [~ dz [T dt (—3) (2% +2zy(1))5(t)8(2z +4y(t) —6)
=1 [% da(2® +2(3x —1))6(8z — 8) = &

b) Variablentransformation ¢ = 222 — 8z + 6 :

2+(t) =2+ +/t/2+ 1 und dt/dx =42 — 8 (1 (0) =3 und z_(0) = 1)

Wenn —oo <z < 2,00 >t>—2und dt/dz = 4x_(t) — 8

Wenn 2 < z < 00, =2 <t < oo und dt/dr = 4z, (t) — 8

J7o w6222 = 8+ 6)dz = — [ 2 (£)0(t) =g dt + 75 o+ (D) s dt = — s + Tors =
alternativ : §(22% — 8z + 6) = ﬁ(&(m —3)+d(x—1))

75 o (2 —8x+6)dx—f ‘41,1 8|(5(x—3)+5(x—1))d:1::1

)1 —a? —y? —22>0 — 22 +y? + 22 <1 : das Volumen einer Kugel mit Radius 1

fix;o dxffooo dyffooo dz H(1 — 2% —y? — 22) = %’/T
alternative : Variablentransformation zu den Kugelkoordinaten (z,y, z) = (rsind cos ¢, r sin 6 sin ¢, r cos )
Volumenelement : dedydz = r? sin §drdfdg (siehe Bsp.6.2)

[ da (7 dy [70 dz H(1— 2% —y? — 22) = [["dr [ df fo% dér?sin0H (1 — r?)

=dm [T drr?H(1—r?) =47




7.3 n-dimensionale Kugel

a) Variablentransformation : t = R? oder R(t) = v/t

Va(R(@) = [Z -+ [T H (t—>00 #2) dardas - - day, —tn/2vn(1)

LVA(RW) = [, [ H (£ Y, a2) doadoa--dan =[5 [%_6 (6= X, a?) dordas - da,
anderseits £V, (R(t)) = $t"/2V,, (1) = 2¢t"/271V,(1)

= [T (- zl L 2?) deydas - - day = 2tV (1) = 2RM2V,(1).

b) Da, fiir R >0, >.;", 2? < R? und +/)_;_, #? < R einen gleichen Bereich darstellen, gilt

H(R2*Z?1I)* ( Y 1195)

R) = [ 75 anH (R? = iy a?) dandas - doy = [ - [ o (R = ST 0F) dorday -

e T el (R— VI @) daydey - dwy = nR V(1)

Anmerkung : H(z) ist gleich 1 oder 0 und dimensionslos. Deswegen H (22 — x3) und H(z — o) im Bereich
x > 0 gleich sind. Anderseits hat 6(z) die Dimension von 1/z (z.B. siche Bsp.7.1, ©,, ist gleich 1/a oder 0).
Im Bereich z > 0 gilt (2% — 23) = ﬁé(x — |zo)).

7.4 Cauchyscher Hauptwert

a) Da sinf > %9 fiir 0 <0 <m/2, gilt —Rsinf < —%9
oder, entsprechend, e~ Bsin® < o= %0
0”/2 e Rsin0gy < (72 e=50dh = (1 — e F) < 5 fiir R> 0

b) Varlablentransformatlon z = Re¥

oy gikRel? jikzg 0 ‘
fCl z—20 dZ Reib —zg iRe'df 0 /2
e elch eik=0 T . gik(Reos0420)—kRsin0
= Jo 71 Zoe ZG/RdG ) 1—zoe-9/R df
ik(R cos 6+2z0)—kRsin 6 gih(Fcos0420) kR sin§ l|e=*Fsino) 1 T —kRsin6
|f ie 0 d‘9| < fo T—z0e 9/R fo \1 Zoe— ZG/R\dG < Ww fo € df
wobei M (R) = mingejo, |1 — 20€ “9/R| mit limp_, 00 M(R) =1 (wenn R grof} genug ist, M(R) > 0)).
1 T —kRsin6 77/2 7k:R51n6’ R—¢o
Aus (a) 5777 Jo € df = +; d0 < smirmy —— O
=, | |
c)ClzCl+{z:x|fR<z<R} e - e .
ist der geschlossene obere Halbkreis. N\’ ¢
’L‘Lk 12k eizk
f—oo T—T0— zedw = limp o0 |:fC z—xo— zs - fCl Z7I07i5d2:| i RRe(z) Re(z)
. .. = . . izk .
Residuensatz : wenn z = x( + i¢ innerhalb C; ist, gilt fC‘l meﬁdz = 2miethro—ke,
X ik .
Aus (b), gilt [, ;=5-—zdz =0
ciwk . ixk L
foooo pra— dr = 2mie’*®o~*¢ Im Limes € — 0%, lim,_,o+ ffooo x_exo_ig dx = 2mietkro
. |
d) Cy = {zo +re?|r > 6 > 0} und =2 me)
~ 2
Co=C1+Co+{z| -R<z<zg—r}+{z|lzo+7 < 2z < R} .
ka To—T ei:zk L.nk /_2‘ R
P f o0 T—ZTo dr = llmr_m-%— |:f—oo xizod z+ f Totr T—xo d$:| -R X&—rf\xoﬂ RRe(Z) *oﬂcﬁr o
. . ezzk e'l.zk gizh
- hmTﬁUJr limp oo |:féz z— xo - fCl z— xo - sz z—xg dz]
2 = x¢ ist ausserhalb Cs : = & ( , gilt fc
0+
Varlablentransformatlon z=1x9+ rew' f02 p— " ds = fﬂ ze““”o e”‘"e do = f ethrodh = —jmethvo

das = jmwethTo

Hauptwert : P f

Anmerkung : Das Integral [~ f(xm) dz divergiert wegen der Singularitiit um x = xg. In Physik wird eine

der Néhrungen (z.B. c und d) des Integrals oft verwendet. Die Beziehung zwischen dem Grenzwert und dem
Haputwert ist bekannt: Sokhotski-Plemelj-Formeln lim,_, g+ f o ‘fﬂ(:j:w dx = Firp(xo) + pfoooo ;a(fm dx
zusétzliche Fragen :

1) Berechnen Sie den Hauptwert mit Cy als einen unteren Halbkreis, definiert durch Cy = {zg + re®|m <
0 < 2r}. (Losung: imei*eo)

2) Berechnen Sie den Grenzwert mit ¢ — 0~ (c) und den Hauptwert (d) fiir k¥ < 0. (Losung: (c) —2mie*@o,
(d) —imethzo)

oo T—Xo

dz.,



