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8. Tutorium fiir 9.12.2022

8.1 Verallgemeinerte Funktion

a) Die Funktion f(t,x) = (4wDt)~1/2e=#"/(4D1) ist eine Lisunge der Differen-
tialgleichung (% — Dg—;) f(t,x) = 0 (t > 0), wobei D eine positive Kon-
82

stante ist. Zeigen Sie, (% - D@) H(t)f(t,z) = 0(t)d(x) (H(t): Heaviside-

Funktion).

Hinweis: Zeigen Sie, durch Anwenden auf eine Testfunktion die Funktion gilt
limy o f(t, ) = d(x).

b) Berechnen und vereinfachen Sie fiir eine positive Konstante v den folgenden

Anudruck o2 52 ]
9 _ 2L _
(8152 ! 89&2) " (t v )
sinz (x| < 7/2)

Berechnen Sie das Integral ' inzd =
c¢) Berechnen Sie das negra/o f'(x) sinz dzx (f(x) {0 (|z| > 7/2)

8.2 Greensche Funktion 1

Betrachten Sie die Differentialgleichung £,z(t) = f(t), wobei der Differential-
operator ist gegeben, durch

L= (S qviw) (Laq—i
t—dtvzwdtvzw.

a) Schreiben Sie zwei lineare unabhéngige Losungen, () und z5(t), der homo-
genen Differentialgleichung £,2(¢) = 0 an. Nehmen Sie an, dass die Losungen
die Randbedingung z;(t = 0) =1 (k = 1, 2) erfiillen.

Die Greensche Funktion erfiillt die inhomogene Differentialgleichung £,G(t,t') =
0(t — t'). Das heiit, dass die Greensche Funktion die homogene Differential-
gleichung £;G(t,t') = 0 auBer ¢t = t' erfiillt. Zusétzlich hiangt die Greensche
Funktion, wegen der Translationsinvarianz, nur von der Differenz ¢t — ¢’ ab,
d.h. G(t,t') = G(t — t',0). Mithilfe der Losungen aus (a) kann die Greensche
Funktion als
N ’ B &1$1<t — tl> + agxg(t — t,) (t < t,)

G(t.1) = Gt~ 1.0) —{ b (t — ) + bowalt — ) (¢ < 1) °
geschrieben werden.
b) Zeigen Sie, a; + as = by + be. Hinweis: Die Greensche Funktion ist stetig,
d.h. limy - G(t,t') = limy_p+ G(L,1).
¢)Aus der imhomogenen Gleichung folgt lim, o+ ﬁfie L,G(t,t")dt = lim, o+ [
t')dt = 1. Bestimmen Sie die Koeffizienten b; und b, und schreiben Sie das Er-
gebnis in Abhéingigkeit von a; und as an.
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8.3 Greensche Funktion 11

Die Greensche Funktion G(t,t") erfiillt die Differentialgleichung £,G(t,t") =
d(t —t'). Der Differentialoperator ist gegeben, durch

d? d
Li=——4i— —5.
Tae T
a) 1, (t) = ™! ist eine Eigenfunktion des Differentialoperators £;, d.h. £;1),,(t) =
Aw) 1, (t). Berechnen Sie den Eigenwert A(w).
b) Zufolge des Spektraltheorems kann der Differentialoperator £, als

1 o)

Lt.t) = - [ dodw i)
T — 00

dargestellt werden. Uberpriifen Sie d1e Indentltat LA(t) = [T at’'L(t, ") A(t)

fiir eine analytische Funktion A(t) = I dwa )ww( ).

c) Die Greensche Funktion G(t,t') ist die Inverse des Differentialoperators und

wird als

Gty =5 [ Z dwﬁmw:(t’) |

dargestellt. Berechnen Sie das Integral und finden Sie eine Greensche Funktion,
die die inhomogene Gleichung £;G(t,t') = 6(t — t') erfillt.

Ankreuzbar: 1a, 1bc, 2a-c, 3ab, 3¢



