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8. Tutorium - L&sungen 9.12.2022

8.1 Verallgemeinerte Funktion

a) (£ = Dbz ) HO)S(t ) = () f(t,2) + H()Ouf(t,) — DHHO2f (1, )
= 8(0)f(0,2) + H(t) (0. (t,2) = DO (t,2)) = 5(1) £ (0,)

go(x) : eine Testfunktion (eine analytische Funktion)

J2 (0)dz = 7, FEN e (Viy)Vidy = [,/ zpe ™ P e(Viy)dy

=9 f \/ mpe ! */(4D), 0)dy = ¢(0). lim; o f(t,x) ist eine Delta-Distribution d(z).

- (2 Dggﬂwﬂ,>fmwm

zusiitzliche Aufgabe : Zeigen Sie, (0, — DO?)f(t,z) = 0.

Anmerkung : G(z,2';t,t') = H(t —t' %e’(””’ml)rz/(‘w(t’t/)) ist die Greensche Funktion der Diffusi-
g ) AxD(t—t")

onsgleichung, d;p(z,t) = DI2p(w,t)

b) o (1= 2l) =a (1= 1), oz (- tl) = o (e - ),

0. (1= 1) = - www( “0——%fm )+ H(@)3 (1~ 1)

O2H (t— 1) = ~L(3(=2)+3(2))0 (¢ = 1)+ (—H (—a)+H (@))% (t = 1) = ~26(2)0 (0)+ 5" (¢ - )

(& -v2de)H(t- WOf%Mw<>

Anmerkung : G(z,2';t—t') = = H (t . I) ist die Greensche Funktion der Wellengleichung 87 p(z,t) =

v20%p(x,t).

o) [ f/(z) sinwde = f(z)sinz|}— [5° f(z) coszdr = *fo sinx cosz dr = —

alternative : f(z) = H(z 4+ w/2)H (7 /2 — :r) sinx

Ableitung : f'(z) = §(x +7/2)H(w/2 — x)sinx — H(x +7/2)6(w/2 —x)sinx + H(x + 7 /2)H(7/2 — x) cos x

=—b0(x+7/2) —6(r/2—x)+ H(x+7/2)H (/2 — x)cosx

IS (@) sinwde = — [[° 6(z+m/2)sinwda— [ 6(w/2—x) silrlacdﬂc—l—f(;r/2 coszsinwdr =0—-1+1/2=—1/2
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8.2 Greensche Funktion I

a) (& +y+iw) (& +v—iw)z(t) =0
(%-i—’y—i—iw)ﬂt) =0 oder (& +~—iw)z(t) =0
z.B. z1(t) = et und z5(t) = e~ (2,(0) = 22(0) = 1)
b) limy_p- G(t,t') = a1 + az und lim, .+ G(t, ') = by + by

Stetigkeit : a3 + as = by + ba

) Ly = %2+2ydt +77 4 w?
lim,_, o+ ft, e LG, t")dt = lim,_g+ ft te (%2 + 274 442+ wz) G(t,t')dt

= lime LG0T 2y GEELT 4 (72 4 w?) [ Gt
Wegen der Stetigkeit der Greenschen Funktion gilt, im Limes ¢ — 0%, G(¢t,¢)],, v +E =0 und f v e Ndt =
0
Ableitung der Greenschen Funktion : £G(t, ') = {

a1 (iw —y)z1(t — ') + as(—iw — y)za(t —¢') (t <)
b(iw —Y)x1(t —t') + ba(—iw —y)z2(t —t') (' <t)
lim. o+ FG(t,1)], . = bi(iw —7) + ba(—iw —7) — a1 (iw — 7) — ag(—iw —7) =1

zusammen mit a; —i— ag = by + by (aus b)

blzal—iundbgzag—l—i

G(t, 1) = ayel =M=t 4 goel-iw=n(=t) 4 L F (¢ ¢1) (_euw—w)(t—t’) n e(—iw—w)(t—t’))

= e (t=t) (alei‘“(t_t,) +age ™) 4 LH(t — 1) sin(w(t — t’)))

t'+e

1



Alternative :
Der Ansatz in der Angabe kann mithilfe der Heavisidefunktion als

Gt,t') = H(t' — 1) [ale(iW*’Y)(t*t') Fage N 4 g (t — ¢) [bﬁ(iw*w)(t*t') + b2e(fiw7v)(t7t’)}

=H(t' —t)gi(t —t') + H(t — t)ga(t — ')

dargestellt werden. Dieser Ansatz erfiillt die inhomogene Greensche Funktion

1. Ableitung: £G(t,t') = 6(t — ')(—91(0) + g2(0)) + H(t' — t)gi (t — t') + H(t — t')gh(t — 1)

Da ay + az = bl + bg (aus b), —91(0) +92(0) = —a; —as + bl + b2 =0.

LGt t) = H(t’ — gt —t)+ H(t —t')gh(t — t')

2. Ableitung: L G(t,) = 3(t — t')(—g5 (0) + gh(0)) + H(t' — t)gy/(t —t') + H(t — t')g§ (t — t')

LiG(t, 1) = ot — ') (=g} (0) + g3(0)) + H(¥' — 1) (g1 (t — ') + 2gi(t — ) + (3 + wP)ga (t — 1))

HH(t =) (g5 (t — 1) +2795(t = ') + (7° + w?)ga(t — 1)) = 0(t — ¢')(—g4(0) + 95(0))

(g1(t) und g2(t) erfiillen die homogene Gleichung £;gx(t) = 0.)

Wenn die Greensche Funktion die inhomogene Gleichung £,G(t,t') = (¢ —t') erfiillt, gilt —g/(0)+g5(0) = 1.
—91(0) + 95(0) = (—a1 + b1)(iw —v) + (—az + b2)(—z’w 7) =1

zusammen mit a; + az = by + by (aus b) = by = a1 — 55 und by = as + 5

8.3 Greensche Funktion II

8) Litvu(t) = (& — 4idh —5) el = (~w? + 4w — 5)et
Eigenwert: A\(w) = —w? + dw—5
b) L A(t) = i fooo dwa(w) L, (t) = % ffooo dwa(w)A(w)h,(t)
Joo dUL(t, 1) A() = ﬁ Jooodt [75 dwX (W)t ()1 (1) [22, dw'a(w )i ()
L oM@ (t) [ de )i — ) = 2 [, dwa(@)A )it
— LA(t) = [0 dt'L(t,t)A(t)
c) )\(w) = —w2+4w—5— —(w—2—i)(w—2+i)
* eiw(tft’) o) eiw(tft’) o) eiw(tft’)
Gt,t) = 57 [T dwximy w)'l/]w( JOL(t) = —5= [7o0 m =i (f_oo W = [ dw )
Die Integrale werden als [*_ dwX (w) = limp_o0 (§5 d2X (2) — [, d2X(2)) gerechnet, wobei C' ein offener

oberer Halbkreis C, = {z = Re’g\O < 6 < 7} oder ein offener unterer Halbkreis C, = {z = Re®|r < 0 < 27}
sein kann. C' ist ein geschlossener Halbkreis, d.h. C' = C' 4 {z = w| — R < w < R}. Der Integrationspfad
(C = C, oder C,) wird ausgewiihlt sodass das Integral [, dzX(z) verschwindet.

Wenn C = C,, limp_s00 fc dz elz(t D Ofiirt—t' >0 (siehe Bsp.7.4b)

Wenn C = C,,, wird der Integratlonsvarlable durch z(0) = Re? transformiert.
iz(t—t') i2(0)(t—t)

e o ol t—t
Je, 25— = [ d0i2(0) =i~ .
Eine weitere Transformation § = 7 + ¢ (2(0) = z(¢ + 7) = —Re'® = —z(¢))

iz(t—t') e—'iz(qb)(t—t’)

fCu dz¢ T = fow dqbiz((b)w. Das Integral ist #hnlich wie das Integral entlang C, aber mit —(¢t —

t') statt (t — t') und mit zo statt —zp. Im Limes R — oo wird der Unterschied zwischen zp und —zq
B0 0 wenn —(t—-t)>0

e

vernachlassigbar. Deswegen gilt fc dz
Greensche Funktion : — _—

7z(t t") et 7z(t t7)
G(t’t/) 47TZH(t_t (fC dZ z—2—1 fC dz* z— 2+’L)+RH(t/_t ( §C dz z—2—1 fC dz* z— 2+’L)
Wenn die Integrale entlang C, und C, im Uhrzeigersinn definiert, muss man das Vorzeichen des Integrals
beachten sodass der Integrationspfad auf der reellen Achse in die rlcht1ge Rlchtung lauft.
G(t,t/) — —%H(t _ t/)ez‘(2+i)(t_t') - %H(t’ _ t)ei(Q—i)(t_t’) _5621@ t) e=lt=t'|
Anmerkung: Eine Losung der Gleichung L;z(t) = f(t) wird als x(t) = £;7'f(t) = = [T G t)f(t)at
beschrieben. Das Integral kann mit dem Ergebnis des Bsp.8.3c oder mit der Spektralzelegung wie in der
Angabe (ohne Integral in der komplexen Zahlenebene) gerechnet werden. Zum Beispiel fiir f(t) = e*¥,

= [ZL G ) f(¢)dt = [7 [i o dwﬁ%(t)%(t/)} Mt = [77 dwsl . (8)6(2 - w)
sy Yelt)




