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9. Tutorium fiir 16.12.2022

9.1 Greensche Funktion (III)

Betrachten Sie die Differentialgleichung L;x(t) = f(¢). Die Eigenfunktionen
¥, (t) = €™t des Differentialoperators L, erfiillen die Eigenwertgleichung L;1),,(t) =
AMw) Y, (t) mit Mw) = —(w + 2)(w — 2). Die Greensche Funktion
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erfiillt die inhomogene Gleichung £;G(t,t') = §(t—t'). Aber, weil die Polstellen
w = *£2 sich auf der reellen Achse befinden, divergiert das Integral. Berechnen
Sie mit den folgenden N&herungen das Integral als Grenzwerte.

a) Berechnen Sie die Greensche Funktion G ;.(¢,t") mit den verschobenen Polen
w = £2 +ie und bestimmen Sie den Grenzwert lim, g+ G .(¢,1').

b) Berechnen Sie die Greensche Funktion G_.(¢,#') mit den verschobenen Polen
w = +2 — ie und bestimmen Sie den Grenzwert lim. o+ G_(t,t').

c¢) Losen Sie die Differentialgleichung L.x(t) = f(¢) mit f(t) = H(t)H(T —t)
fiir t > 0. Die Anfangsbedingungen sind durch z(0) = 0 und 2/(0) = 0 gegeben.
d) Losen Sie die Differentialgleichung L£,x(t) = f(t) mit f(t) = H(t)H(T —t)
fiir t < T. Die Randbedingungen sind durch z(7") = 0 und 2’(T") = 0 gegeben.

9.2 Sturm-Liouville-Problem

a) Transformieren Sie die Differentialgleichung
(1=2”)y —ay +dy=0, (2| <1)

in die Sturm-Liouville’sche Gestalt (<% [p(z)-L] + q(z) + Ap(z)) y(z) = 0.
b) Transformieren Sie die Differentialgleichung

ry" +(a+1—2)y + y=0, (x> 0)

in die Sturm-Liouville’sche Gestalt (- [p(z)L] + q(x) + Ap(z)) y(z) = 0.



9.3 Separationsansatz und Sturm-Liouville-Problem

a) In zwei Dimensionen wird der Laplace-Operator in Polarkoordinaten (7, ¢)
als
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dargestellt. Fithren Sie den Separationsansatz i(r,0) = P(r)Q(¢) der Diffe-
rentialgleichung
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(V2 + a)p(r,¢) =0

(0 <r <1und 0 < ¢ < 27) durch und schreiben Sie die Differentialgleichun-
gen der r- und ¢-Koordinaten an.

b) Schreiben Sie zuerst die Differentialgleichung der r-Koordinate aus (a) auf
eine Eigenwertgleichung £, P(r) = —aP(r) mit dem Eigenwert o um. (Der
Differentialoperator £, ist a-unabhéngig.) Danach transformieren Sie die Glei-
chung in die Sturm-Liouville’sche Gestalt

(& [p0ge] + a0+ aot) Py =0

und bestimmen Sie p(r), ¢(r) und p(r).

¢) Nehmen Sie an, dass P,(r) (n = 1,2,---) die Eigenfunktion der Eigenwert-
gleichung L, P, (r) = —a, P,(r) mit den Randbedingungen P,(0) = P,(1) =0
und den Eigenwerten «,, sind. Die Eigenfunktionen bilden eine Orthonormal-
basis in einem Funktionenraum F wenn das Skalarprodukt mit der Gewichts-
funktion p(r) definiert ist, d.h. fol P, (r)P(r)p(r)dr = 6,,. Mit der Ortho-
normalbasis kann der Differentialoperator als

L(r,1') = = anPy(r)Pi(r')

dargestellt werden. Zeigen Sie, dass fiir eine Funktion f(r) => 7 f,P.(r) in
Fgilt L,.f(r) = fol dr' L(r,r") f(r")p(r').

Ankreuzbar: lab, lcd, 2ab, 3a, 3bc



