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9. Tutorium - Lösungen 16.12.2022

9.1 Greensche Funktion (III)

a) Mit den verschobenen Polen ist die Greensche Funktion gegeben durch

G+ε(t, t
′) = (2π)−1

∫∞
−∞

eiω(t−t
′)

−(ω+2−iε)(ω−2−iε)dω = (8π)−1
∫∞
−∞

[

eiω(t−t
′)

ω+2−iε
− eiω(t−t

′)

ω−2−iε

]

dω

Das Integral wird mithilfe des Konturintegrals gerechnet.
Co = {z = Reiθ|0 < θ < π}, C̃o = Co + {x| −R < x < R}
Cu = {z = Reiθ|π < θ < 2π}, C̃u = Cu − {x| −R < x < R}
G+ε(t, t

′) = (8π)−1H(t− t′) limR→∞

[

∫

C̃o

(

eiz(t−t
′)

z+2−iε
− eiz(t−t

′)

z−2−iε

)

dz −
∫

Co

(

eiz(t−t
′)

z+2−iε
− eiz(t−t

′)

z−2−iε

)

dz
]

+(8π)−1H(t′ − t) limR→∞

[

−
∫

C̃u

(

eiz(t−t
′)

z+2−iε
− eiz(t−t

′)

z−2−iε

)

dz +
∫

Cu

(

eiz(t−t
′)

z+2−iε
− eiz(t−t

′)

z−2−iε

)

dz
]

Im Limes R→ ∞, gilt |eiz(t−t′)| = e−R(t−t′) sin θ → 0 wenn (t− t′) sin θ > 0,
d.h. wenn 0 < θ < π für t > t′ oder wenn π < θ < 2π für t < t′.

Das führt zu limR→∞
∫

Co

eiz(t−t
′)

z−z0
dz = 0 für t > t′ und limR→∞

∫

Cu

eiz(t−t
′)

z−z0
dz = 0 für t < t′.

Wenn der Pol z0 sich in der oberen komplexen Zahlenebene befindet, gilt
∮

C̃u

eiz(t−t
′)

z−z0
dz = 0.

G+ε(t, t
′) = (8π)−1H(t− t′) limR→∞

∮

C̃o

(

eiz(t−t
′)

z+2−iε
− eiz(t−t

′)

z−2−iε

)

dz = i
4H(t− t′)

(

ei(−2+iε)(t−t′) − ei(2+iε)(t−t′)
)

Im Limes ε→ 0+, G+ε(t, t
′) → i

4H(t− t′)
(

e−2i(t−t′) − e2i(t−t′)
)

= 1
2H(t− t′) sin(2(t− t′))

b) Wenn der Pol z0 sich in der unteren komplexen Zahlenebene befindet, gilt
∮

C̃o

eiz(t−t
′)

z−z0
dz = 0.

G−ε(t, t
′) = (8π)−1

∫∞
−∞

[

eiω(t−t
′)

ω+2+iε
− eiω(t−t

′)

ω−2+iε

]

dω = − limR→∞(8π)−1H(t′−t) limR→∞
∮

C̃u

(

eiz(t−t
′)

z+2−iε
− eiz(t−t

′)

z−2−iε

)

dz

= − i
4H(t′ − t)

(

ei(−2−iε)(t−t′) − ei(2−iε)(t−t′)
)

ε→0+−→ − 1
2H(t′ − t) sin(2(t− t′))

Anmerkung: Sokhotski-Plemelj-Formeln limε→0+
∫∞
−∞

ϕ(x)
x−x0±iε

dx = ∓iπϕ(x0) + P
∫∞
−∞

ϕ(x)
x−x0

dx

→ limε→0+
∫∞
−∞

ϕ(x)
x−x0+iε

dx− limε→0+
∫∞
−∞

ϕ(x)
x−x0−iε

dx = −2iπϕ(x0)

limε→0+ G−ε(t, t
′) = (8π)−1 limε→0+

∫∞
−∞

[

eiω(t−t
′)

ω+2+iε
− eiω(t−t

′)

ω−2+iε

]

dω

= (8π)−1
[

limε→0+
∫∞
−∞

(

eiω(t−t
′)

ω+2−iε
− eiω(t−t

′)

ω−2−iε

)

dω − 2iπe−2i(t−t′) + 2iπe2i(t−t′)
]

= limε→0+ G+ε(t, t
′)− 1

2 sin(2(t− t′)) = − 1
2H(t′ − t) sin(2(t− t′))

Der Unterschied G0(t, t
′) = limε→0+ G+ε(t, t

′)− limε→0+ G−ε(t, t
′) = 1

2 sin(2(t− t′)) ist eine Lösung der homo-
genen Differentialgleichung LtG0(t, t

′) = 0.

c) Lösung mit G+ε(t, t
′), xI(t) =

∫∞
−∞G+ε(t, t

′)f(t′)dt′ =
∫ T

0
1
2H(t− t′) sin(2(t− t′))dt′

Wenn 0 < t < T , xI(t) =
∫ t

0
1
2 sin(2(t− t′))dt′ = 1

2 sin
2 t

Wenn t > T , xI(t) =
∫ T

0
1
2 sin(2(t− t′))dt′ = 1

2 sinT sin(2t− T )
xI(0) = 0 und x′I(0) = 0 (Randbedingungen erfüllt). x(t) = xI(t)

alternative 1 : Lösung mit G−ε(t, t
′), xI(t) =

∫∞
−∞G−ε(t, t

′)f(t′)dt′ = −
∫ T

0
1
2H(t′ − t) sin(2(t− t′))dt′

Wenn 0 < t < T , xI(t) = −
∫ T

t
1
2 sin(2(t− t′))dt′ = 1

2 sin
2(T − t)

Wenn t > T , xI(t) = 0
xI(0) =

1
2 sin

2 T und x′I(0) = − sinT cosT (Randbedingungen nicht erfüllt).
x(t) = xI(t) + a1x1(t) + a2x2(t) ist auch eine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung Ltx(t) = f(t),
wobei x1(t) = sin(2t) und x2(t) = cos(2t) die Lösungen der homogenen Differentialgleichung Ltx(t) = 0 sind.
x(0) = 1

2 sin
2 T + a2 und x′(0) = − sinT cosT + 2a1

Aus den Randbedingungen x(0) = 0 und x′(0) = 0, gilt a1 = 1
2 sinT cosT und a2 = − 1

2 sin
2 T

Wenn 0 < t < T , x(t) = 1
2 sin

2(T − t) + 1
2 sinT cosT sin(2t)− 1

2 sin
2 T cos(2t) = 1

2 sin
2 t

Wenn t > T , x(t) = 1
2 sinT cosT sin(2t)− 1

2 sin
2 T cos(2t) = 1

2 sinT sin(2t− T )

altenative 2: x(t) =
∫∞
−∞G(t, t′)f(t′)dt′ =

∫ T

0
G(t, t′)dt′ = 1

2π

∫ T

0

∫∞
−∞

1
λ(ω)e

iωte−iωt′dt′ = 1
2π

∫ T

0

∫∞
−∞

1
λ(ω)e

iωte−iωt′dωdt′

= 1
2π

∫∞
−∞

1
λ(ω)e

iωt e
−iωT−1
−iω

dω = i
16π

∫∞
−∞(eiω(t−T ) − eiωt)

(

2
ω
− 1

ω+2 − 1
ω−2

)

dω

Mit einer Verschiebung der Pole wie (a) kann das Integral als den Grenzwert gerechnet werden:
x(t) = − 1

8H(t−T )(2−e−2iω(t−T )−e2iω(t−T ))+ 1
8H(t)(2−e−2iωt−e2iωt) = − 1

2H(t−T ) sin2(t−T )+ 1
2H(t) sin2 t
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d) Lösung mit G−ε(t, t
′), xI(t) =

∫∞
−∞G−ε(t, t

′)f(t′)dt′ = −
∫ T

0
1
2H(t′ − t) sin(2(t− t′))dt′

Wenn 0 < t < T , xI(t) = −
∫ T

t
1
2 sin(2(t− t′))dt′ = 1

2 sin
2(T − t)

Wenn t > T , xI(t) = 0
Für x(t) = xI(t) sind die Randbedingungen erfüllt.
zusätzliche Frage: Berechnen Sie die Lösung xI(t) mit G+ε(t, t

′) und mithilfe der Lösungen x1(t) und x2(t) der
homogenen Gleichung finden Sie die Lösung, die die Randbedingungen erfüllt.
Anmerkung : Wenn die Randbedingungen, x(t0) = x0 und x′(t0) = v0, gegeben sind, stellt die Lösung mit der
Greenschen Funktion G(t, t′) ∝ H(t− t′) die Zeitentwicklung in die Zukunft dar und mit G(t, t′) ∝ H(t′ − t) in
die Vergangenheit.

9.2 Sturm-Liouville-Problem

Die Sturm-Liouville’schen Gestalt:
(

d
dx

[

p(x) d
dx

]

+ q(x) + λρ(x)
)

y(x) = 0 → p(x)y′′(x) + p′(x)y′(x) + q(x)y(x) + λρ(x)y(x) = 0
→ a2(x)y

′′(x) + a1(x)y
′(x) + a0(x)y(x) = 0 mit a1/a2 = p′(x)/p(x) und a0/a2 = (q(x) + λρ(x))/p(x).

Anmerkung: Da y(x) auch die Gleichung b(x)(a2(x)y
′′(x)+a1(x)y

′(x)+a0(x)y(x)) = 0 erfüllt, gilt nicht immer
die Koeffizientenvergleich wie p(x) = a2(x), p

′(x) = a1(x), ....
a) (Chebyshev-Gleichung) (1− x2)y′′(x)− xy′(x) + λy(x) = 0
Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :
p′(x)/p(x) = −x/(1− x2) = (1/2)(1/(1 + x)− 1/(1− x)), q(x)/p(x) = 0 und λρ(x)/p(x) = λ/(1− x2)
→ log(p(x)) = (1/2) log(x+ 1) + (1/2) log(1− x) → p(x) =

√
1− x2, q(x) = 0 und ρ(x) = 1/

√
1− x2.

→
(

d
dx

[√
1− x2 d

dx

]

+ λ√
1−x2

)

y(x) = 0

b) (Laguerresche Differentialgleichung) xy′′(x) + (a+ 1− x)y′(x) + λy(x) = 0
Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :
p′(x)/p(x) = (a+ 1− x)/x = (a+ 1)/x− 1, q(x)/p(x) = 0 und λρ(x)/p(x) = λ/x
→ log(p(x)) = (a+ 1) log(x)− x → p(x) = xa+1e−x, q(x) = 0 und ρ(x) = xae−x.
→

(

d
dx

[

xa+1e−x d
dx

]

+ λxae−x
)

y(x) = 0

9.3 Separationsansatz und Sturm-Liouville-Problem

a)Separationsansatz : ψ(r, φ) = P (r)Q(φ)
(∇2 + α)ψ(r, φ) = 0
P ′′(r)Q(φ) + 1

r
P ′(r)Q(φ) + 1

r2
P (r)Q′′(φ) + αP (r)Q(φ) = 0

P ′′(r)
P (r) + 1

r

P ′(r)
P (r) + 1

r2
Q′′(φ)
Q(φ) + α = 0

r2 P ′′(r)
P (r) + rP

′(r)
P (r) + Q′′(φ)

Q(φ) + αr2 = 0

r2 P ′′(r)
P (r) + rP

′(r)
P (r) + αr2 = −Q′′(φ)

Q(φ)

linke Seite: Funktion von r (und unabhängig von φ), rechte Seite: Funktion von φ (und unabhängig von r)
→ Die Gleichung gilt für beliebige r, φ nur wenn die beide Seiten konstant sind (unabhängig von r, φ).

r2 P ′′(r)
P (r) + rP

′(r)
P (r) + αr2 = −Q′′(φ)

Q(φ) = Z

r2 P ′′(r)
P (r) + rP

′(r)
P (r) + αr2 = Z und −Q′′(φ)

Q(φ) = Z

b) Differentialgleichung in r: r2 P ′′(r)
P (r) + rP

′(r)
P (r) + αr2 = Z

Eigenwertgleichung: P ′′(r) + 1
r
P ′(r)− Z

r2
P (r) = −αP (r) (Lr = ∂2r + 1

r
∂r − Z

r2
und λ = −α)

Die Sturm-Liouville’schen Gestalt:
(

d
dr

[

p(r) d
dr

]

+ q(r) + αρ(r)
)

Pα(r) = 0 → p(r)P ′′
α (r) + p′(r)P ′

α(r) + q(r)Pα(r) + αρ(r)Pα(r) = 0
Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :
p′(r)/p(r) = 1/r → log p(r) = log r → p(r) = r
q(r) = −Z/r2p(r) = −Z/r und ρ(r) = p(r) = r
(

d
dr

[

r d
dr

]

− Z
r
+ αr

)

Pα(r) = 0
c) Eigenwertgleichung: LrPn(r) = −αnPn(r)
Lrf(r) = Lr

∑∞
n=1 fnPn(r) =

∑∞
n=1 fn (LrPn(r)) = −

∑∞
n=1 αnfnPn(r)

anderseits
∫ 1

0
dr′L(r, r′)f(r′)ρ(r′) =

∫ 1

0
dr′ (−∑∞

n=1 αnPn(r)P
∗
n(r

′))
∑∞

m=1 fmPm(r′)ρ(r′)

= −∑∞
n=1

∑∞
m=1 αnfmPn(r)

∫ 1

0
dr′P ∗

n(r
′)Pm(r′)ρ(r′) = −∑∞

n=1

∑∞
m=1 αnfmPn(r)δn,m = −∑∞

n=1 αnfnPn(r) =
Lrf(r)
Anmerkung: Die Greensche Funktion G(r, r′) = −

∑∞
n=1(1/αn)Pn(r)P

∗
n(r

′) ist eine Lösung der Gleichung
LrG(r, r

′) = δ(r − r′).
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