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9. Tutorium - L&sungen 16.12.2022

9.1 Greensche Funktion (IIT)

a) Mit den verschobenen Polen ist die Greensche Funktion gegeben durch

. _1 [oo iw(t—t") _ _1 oo iw(t—t") iw(t—t")
Gie(t,t) = (2m) 7" 2 e W = CL) Rl {iﬂrz—z‘e - 3727i61| dw

Das Integral wird mithilfe des Konturintegrals gerechnet.
Co={2=Re?0< <7}, C,=C,+{z| - R<z <R}
Cy={2=Re?Ir < <2r},C,=C, —{x|-R<z <R}

Gre(t, ') = (8m) T H(t = ) limpsos o, (S — Som) 2 = Jo, (S — S5 ) €2
(BT H(E = ) limpo |~ fo, (S — S ) det fo, (S — S ) d2]

Im Limes R — oo, gilt |e?*(t=1)| = ¢~ R(=t)sin0 _ ( wenn (t — ') sin 6 > 0,

d.h. wenn 0 < 0 < fiir ¢t >t/ oder wenn 7 < 6 < 27 fiir ¢ < ¢'.
i) dz =0 fiir t > ¢’ und limp_, fCu

eiz(t—t/)

dz=0firt <t.

Das fithrt zu limp_, fCo e z—z0

zz(t t’)

Wenn der Pol zq sich in der oberen komplexen Zahlenebene befindet, gilt fé P dz = 0.

Gre(tt') = (87) T H(E = #)limp e fir, (Srgmse — Sy ) do = §H(E — ) (l2HR00) _ eizian—)
Im Limes & — 07, G4c(t,t') = LH(t — t') (e‘2i(t—t,) - e%(t_t/)) = 1H(t—t)sin(2(t — t))

b) Wenn der Pol zg sich in der unteren komplexen Zahlenebene befindet, gilt fC‘o :(_t;:/) dz = 0.

Goe(t,t') = (87)7 [, [ S — Soarre | Ao = — i (87) T H (1) i fp, (S — Sz )

=—LH(t' —1t) (e“—?—iE)(t—f’) —~ ei<2—i€)<t—f’>) 20 CLH® — ) sin(2(t — )
Anmerkung: Sokhotskl Plemelj-Formeln lim, o+ [ 2(®) gy = Firp(ze) + P [ 22) g

oo r—xgtie oo T—xo
»(x)

00 T—xo—1E
o 1 eiw(t—t") em(t—t’)
lim, o+ G_c(t,t') = (8m) " lime o+ [0, [u+2+i8 T e e | AW

= (8m) " [tmesor J75, (Sogm? — 2570 o — 2ime =) 4 21|
=lim. o+ G4e(t,t') — $sin(2(t —t')) = =1 H(¥' — t) sin(2(t — t'))
Der Unterschied Go(t,t') = lim, o+ G4 (t,t') — lim._,o+ G_.(t, ') = 1sin(2(t — t')) ist eine Losung der homo-
genen Differentialgleichung EtGO(t, t')y=0.
¢) Losung mit G (t,t), z7(t) = [Zo Gye(t,t) f(t)dt = fT LH(t —t')sin(2(t — t'))dt’
1

Wenn 0 <t < T, zs(t) = J %SIH(Q(t - ’))dt' = Lsin®¢

Wenn ¢ > T, z;(t) = fo Lsin(2(t —t'))dt’ = sinT'sin(2t — T)
27(0) = 0 und 27(0) = 0 (Randbedingungen erfiillt). x(t) = z(t)
alternative 1 : Losung mit G_.(t,t'), z;(t) = [~ G_E t, ) f(t)dt' = fT TH( —t)sin(2(t — t'))dt’

Wenn 0 < ¢t < T, z;(t) = —j;Tésin(Q(t —t))dt' = sin®*(T —t)

Wenn t > T, z1(t) =0

z7(0) = 1 sin® T und 2/,(0) = —sinT cos T (Randbedingungen nicht erfiillt).

x(t) = z1(t) + a121(t) + azx2(t) ist auch eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung L:2(t) = f(t),
wobei x1(t) = sin(2t) und x2(t) = cos(2t) die Losungen der homogenen Differentialgleichung £ (t) = 0 sind.
2(0) = Lsin® T + ap und 2/(0) = —sinTcos T + 2a,

— lim, o+ [© 29 dz —lim, o+ [ . dx = —2imp(xzg)

oo T— Lg-‘rl&

2

Aus den Randbedingungen 2(0) = 0 und ;v’(O) =0, gilt a1 = 2 sinTcosT und ag —Lsin®T

Wenn 0 <t < T, x(t ) =isin®(T—t)+1 sinTcosTsin( t) — % sin® T cos(2t) = 1 sin® t

Wenn t > T, ac( ) =73 SlnTcosTsm(%) — Lsin® T cos(2t) = %sstm(Qt -T)

altenative 2: z(t f G, t) f(t)dt = fo (t,t)dt’ = %f 1= )\(w elwtemiot gt = L fo 1=, )\(w eiwte= it qudy!
oo eiwte “"T— etw(t— iw

:if—oo)\(w) ’ ldw_lﬁwf— (=T) — ¢t t)(%_%ﬂ_w 2)dw

Mit einer Verschlebung der Pole wie (a) kann das Integral als den Grenzwert gerechnet werden:
z(t) = —LtH(t-T)(2—e 2wt=T) _2iwlt=-T)) L LH(t)(2—e 2wt —e?t) = —_LH(¢t—T)sin®(t—T)+ 1 H(t) sin t



d) Losung mit G_(¢,t) f G_. V(@ = - OT SH(t' —t)sin(2(t — t'))dt’

)dt’
Wenn 0 <t < T, z(t) = —ftT 1 sin(2(t — t'))dt’ = Lsin®(T —t)
Wenn t > T, z1(t) =0
Fiir 2(t) = z(¢t) sind die Randbedingungen erfiillt.
zusitzliche Frage: Berechnen Sie die Losung 7 (t) mit G4c(t, ') und mithilfe der Lésungen x1(t) und z5(t) der
homogenen Gleichung finden Sie die Losung, die die Randbedingungen erfiillt.
Anmerkung : Wenn die Randbedingungen, x(tg) = xo und z’(tg) = vo, gegeben sind, stellt die Losung mit der
Greenschen Funktion G(¢,t') o« H(t —t') die Zeitentwicklung in die Zukunft dar und mit G(¢,t') < H(t' —¢) in
die Vergangenheit.

9.2 Sturm-Liouville-Problem

Die Sturm-Liouville’schen Gestalt:

(4 [p(2) 2] + () + Mo()) 5(x) = 0 = p(a)y” () + ¥ (2)y' (@) + q(@)y(x) + Ap(@)y(z) = 0

S aa(@)y(x) + a1 ()9 () + ao(x)y(x) = 0 mit ar /ay = p/(x)/p(zx) und a0/az = (a(z) + Ap(x))/p(a).
Anmerkung: Da y(z) auch die Gleichung b(z)(az2(z)y" (z) + a1 (x)y' (z) + ao(z)y(x)) = 0 erfiillt, gilt nicht immer
die Koeffizientenvergleich wie p(z) = az(z), p'(x) = a1(z), ....

a) (Chebyshev-Gleichung) (1 — 22)y"(z) — zv/(x) + My(z) =0

Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :

§(2)/ple) = —2/(1 —2%) = (1/2)(1/(1 +2) — 1/(1 — 2)), g(x)/p(x) = 0 und Ap()/p(x) = M/(1 - 22)

— log(p(x)) = (1/2)log(z + 1) + (1/2)log(1l — z) — p(x) = V1 — 22, ¢(xz) = 0 und p(z) = 1/v1 — 22

= (£ VI=2E] + 72 ) y@) =0

b) (Laguerresche Differentialgleichung) zy”(z) + (a + 1 — x)y'(z) + Ay(x) =0
Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :
P(@)/p(x) =(a+1—-x)/x=(a+1)/z -1, q(x)/p(x) = 0 und Ap(z)/p(x) = Az
— log(p(z)) = (a +1)log(x) — x — p(x) = 2%e™®, g(z) = 0 und p(z) = 2%~ *.
= (L [z7tle L] 4 Az%e ") y(z) =0

9.3 Separationsansatz und Sturm-Liouville-Problem

a)Separationsansatz : 1 (r, ¢) = P(r)Q(¢)
(V2 +a)y(r,¢) =0
P"(r)Q(¢) + 7 P'(rQ(¢) + ;5 P(r)Q"(¢) + aP(r)Q(¢) = 0

Py 1P, 1 Q) ,
o) T rPe) T Ta=0

2P”()_|_ P(T)+Q//(¢)+OZ’I"2:0

) If(( )) P’ (( )) (d)) Q" ()
r? Py TP T ar? = — Q(9)

linke Seite: Funktion von r (und unabhéngig von ¢), rechte Seite: Funktion von ¢ (und unabhéngig von )
— Die Gleichung gilt fiir beliebige r, ¢ nur wenn die beide Seiten konstant sind (unabhéingig von r, ¢).

2 P"(r) | - P'(r) Q"(6) _
r ()*P()*ar— aw =2
P e Hor? = Z wd — G = 7

2 P (r) P'(r) 2 _
b) Differentialgleichung in 7: r oy T P(:) +arc=27

Eigenwertgleichung: P"(r) + 1P'(r) — ZP(r) = —aP(r) (L, =02+ 10, — Z und A = —a)
Die Sturm-Liouville’schen Gestalt:
(2 [p(r) ] + a(r) + ap(r)) Pa(r) = 0 = p(r)P2(r) + /(1) P4(r) + a(r) Pa(r) + ap(r) Pa(r) = 0
Vergleich mit der Differentialgleichung in der Sturm-Liouville’schen Gestalt :
p'(r)/p(r) =1/r — logp(r) =logr — p(r) =r
q(r) = =Z/r’p(r) = =Z/r und p(r) = p(r) =r
(& [rd] = £ +ar) Pa(r) =0
¢) Eigenwertgleichung: £, P, (r) = —a, P, (1)
Erf(r) =L, ZZO=1 fnPn(r) = ZZO=1 fn (Erpn(r)) = 2211 anfnpn(r)
arllderseits .
Jo dr'L(r, v ) f(r")p(r') = [y dr' (= 3202, anPu(r) Py (1) 220y fm P (") p(r)
0o oo 1 * oo 00 oo
= - anl Zm:l anfmpn(r) f() dT‘/Pn (T/)Pm(rl)p(r/) = - anl Zm:l O‘nmen(r)(sn,m = - Zn:l anfnpn(r) =
Ly f(r)
Anmerkung: Die Greensche Funktion G(r,7’") = — Zflozl(l/an)Pn(r)P;l" (r') ist eine Losung der Gleichung
L.G(r,r")y=4d(r —1').




