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Losungen zu Blatt 4 16.04.2010

4.1 Krafte zwischen Kreis- und Linienstrom

Gegeben sei ein unendlich langer diinner Leiter Lp, der im Abstand = = d parallel zur y-Achse verlduft und
von einem zeitlich konstanten Strom I; durchflossen wird.
a) Berechne das Magnetfeld und daraus ein Vektorpotential.
Zylinderkoordinaten werden entlang der y-Achse angewendet (x,y,z — z,z,y) :
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Translationsinvarianz beziiglich y-Achse liefert B;(r, ¢, y) = Bi(r, ), und B, = 0. Auferdem gilt B, = 0
wegen VB = 0 oder in Integralform fédf = 0 = 2B, mrl. Bleibt also B, zu berechnen. Fiir B = B.é,
erhalt man:
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Berechnung des Vektorpotentials iiber B = V x A. Mit A ~ Ay (r) folgt —0A,/0r = B,, und somit
Ay =(-2Li/c)lnr +c

Ay:—Iclln [2* + (z — d)?].

b) Betrachte zusatzlich einen diinnen Leiter Lo, welcher einen Kreis mit Radius a < d und Mittelpunkt
im Ursprung bildet und ebenfalls in der z-y-Ebene liegt. Dieser werde von einem konstanten Strom I
durchflossen. Berechne die auf den Leiter Lo wirkende Kraft F'.

Kraft auf Leiter: F = £ sz di x B(r), mit 7 = (acos g, asinp,0). dF = (—sinp, cos ¢, 0)ady, und By (z =
0) = (0,0,211/(c(d — x)))
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Hier wurde der Hinweis verwendet: [, 11(’;(33:(2 ;== ==L fiir |of < 1.

4.2 Leitende Ebene mit kugelféormiger Ausbuchtung

Eine unendlich ausgedehnte geerdete leitende Platte habe eine Ausbuchtung in Form einer Halbkugel mit
Radius a. Eine Punktladung g werde auf die Symmetrieachse des Systems im Abstand b > a vom Mittelpunkt
der Halbkugel angebracht. Berechne mit Hilfe der Methode der Bildladungen das Potential ¢ sowie die auf
der Halbkugel influenzierte Gesamtladung.

Ansatz: Bildladungen an der Kugel gespiegelt, an der Ebene gespiegelt, und die gespiegelte Bildladung an
der anderen Fliache wieder gespiegelt:
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Das erfiillt die Randbedingungen auf der Ebene
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und auf der Halbkugel
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Berechnung der influenzierten Ladungsdichte iiber 470 = E,.(r = a) und E, = —0¢/0,:
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Einsetzen von r = a liefert nach einer ldngeren, aber nicht komplizierten Rechnung
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Die Gesamtladung ergibt sich aus Integration iiber die Halbkugel
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4.3 Multipolmomente homogen geladener Ostereier

Gegeben seien drei beziiglich der z-Achse rotationssymmetrische Ellipsoide mit Hauptachsen a = b, c.

a) Das erste Ellipsoid sei homogen mit Raumladungsdichte py geladen. Berechne hierfiir die elektrostatischen
sphéarischen Multipolmomente ¢;,,, mit [ < 2 und schreibe das elektrostatische Potential in der entsprechenden
Né&herung fir » > max(a, ¢) an.

Elektrostatisches Potential iiber Kugelflachenfunktionen:
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Multipolmomente mit negativem m lassen sich berechnen tiber ¢;—,, = (—1)"g¢;},,, was direkt von der
entsprechenden Relation der Y}, folgt.
Da das System rotationssymmetrisch um die z-Achse ist, fallen alle Y, die ¢ enthalten weg:
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Also q11 = q22 = ¢21 = 0. Da Yi9 ~ cos® = z/r ungerade beziiglich z ist, aber das Ellipsoid symmetrisch
entlang der z-Achse, verschwindet das entsprechende Integral, daher auch ¢19. Das sieht man auch iiber
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Bleiben also nur ggg und g29 zu berechnen.
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Hierbei wurde das Volumen des Ellipsoids eingesetzt. Man kann es iiber die angegebene Variablentransfor-
mation erhalten:
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Berechnung von gqq erfolgt analog:
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Hierbei wurde verwendet:
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Das Potential kann dann geschrieben werden als:
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b) Das zweite Ellipsoid von der selben Form sei fiir z > 0 positiv und fiir z < 0 negativ mit Raumladungs-
dichte +po geladen. Wie sehen die entsprechenden Multipolmomente und Potentiale fiir [ < 2 aus (wieder
beziiglich des Zentrums des Ellipsoids)?

Fiir das zweite Ellipsoid gilt goo = 0, da sich die positiven und negativen Ladungen integriert gegenseitig
aufheben. Bleiben also nur Dipolmomente. Weiters folgt ¢;; = 0 aufgrund der Rotationssymmetrie um ¢.



Bleibt ¢19 zu berechnen:
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Aufgrund der Rotationssymmetrie um den Winkel ¢ verwinden auch g1 = goo = 0. Weiters verschwindet
q20 = 0, weil Yoo ~ (3 cos? 1 —1) gerade in cos ¥ ist, aber die Ladungsverteilung p(1) ungerade. Die Potential

des Dipols lautet:
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¢) In welche Richtung wirkt die Kraft auf das erste Ei, wenn es sehr weit weg vom zweiten Ei platziert wird
(in Abhéngigkeit von ¥ und ¢)? (Es braucht nur der fithrende nicht-verschwindende Term der Entwicklung

angegeben werden).

In grofen Entfernungen wirkt das erste Ellipsoid wie ein elektrischer Monopol, also wie eine Punktladung mit
Gesamtladung Q = 4mwa’cpy/3, und das zweite Ellipsoid wie ein elektrischer Dlpol Zu untersuchen ist also
die Wirkung eines elektrischen Dlpolfeldes auf eine Punktladung. Wegen F= qE geniigt es, das elektrische
Feld zu kennen. Dieses ist iiber E = ngzS berechenbar.

Gradient in Kugelkoordinaten:
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Man erhélt dann:
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wobei die letzten vier Zeilen verschiedene Varianten des Endergebnisses sind. Hierbei wurden die Einheits-
vektoren verwendet:
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Die Kraft ergibt sich aus F' = QE mit Q = 4ra2cpo/3:
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wobei das Ergebnis in verschiedenen moéglichen Varianten aufgeschrieben wurde.

d) Freiwillige Fleifaufgabe: Das dritte Ellipsoid sei fiir ¢ > 0 positiv und fiir < 0 negativ geladen. Welche
Multipolmomente g, fiir [ < 2 verschwinden nicht?

Man kann sich tiberlegen:

400, q10, q20 verschwinden aufgrund der p-Integration f:/jQ pody + fj72/2(—p0)d90 = 7wpo — 7po = 0. goo

verschwindet ebenfalls aufgrund der ¢-Integration, da die Integrationen iiber die Intervalle fi/r §2 €2 podyp =

0 und fj;;/ 2 €2 (—po)de = 0 separat verschwinden. go; verschwindet aufgrund der ¥-Integration in jedem

Ladungsbereich separat, da der Integrand als Funktion von 1 ungerade ist. Die einzige nicht-verschwindende
Komponenten bleibt demnach ¢11 = _for



