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Losungen zu Blatt 9 04.06.2010

9.1 Metallischer Spiegel

Der Halbraum z < 0 sei ladungsfreies Vakuum, der Halbraum z > 0 sei von einer ideal leitenden Substanz
erfiillt. Aus dem Vakuum falle eine monochromatische ebene elektromagnetische Welle auf die Grenzflache
z = 0 ein, deren elektrische Feldstérke durch

E*(2,t) = Bf cos(kz — wt)é,, Ef €R, k=~
c
gegeben ist.
a) Berechne das elektromagnetische Gesamt-Wellenfeld, das sich im Halbraum z < 0 ausbildet. Zeige iiber
Additionstheoreme, dass sich eine stehende Welle bildet. (Hinweis: Im Inneren eines sogenannten ,idealen
Leiters“ ist das elektro-magnetische Feld stets null.)

Ansatz:
E(z,t) = [Eff cos(kz — wt) + Ej cos(—kz — wt)] &,
B(z,t) = & x Et(2,t)+ (=) x E~(2,t) = [Ef cos(kz — wt) — Ey cos(—kz — wt)] &,.

Ansatz erfiillt Feldgleichungen fiir < 0. Randbedingungen: DivB = 0 = B.(0,t) = 0 ist erfiillt. RotE =0
= E,(0,t) =0 ok, £,(0,t)=0= Ej =—E.
cos (kz —wt) — cos (kz + wt) = cos(kz) cos(wt) + sin(kz) sin(wt) — [cos(kz) cos(wt) — sin(kz) sin(wt)]
= 2sinkzsinwt

cos (kz — wt) + cos (kz +wt) = 2coskzcoswt

B(z,t) = 2EFsinkzsinwté,,
B(

b) Berechne die Flachenladungsdichte und die Flidchenstromdichte auf der Oberfliche z = 0 des idealen
Leiters.

DivD = 4r0 = —E.(0,t) = 470 = o = 0.
——

2t
z,t) = 2Ef coskzcoswté,.

=0
RotH = 47’712 = —&. x B(0,t) = 47”12 mit B(0,t) = 2F coswté, = k= = Ej coswté,. (Wechselstrom in
2-Richtung)

9.2 Brechung an einem Metamaterial

Gegeben sei ein Metamaterial mit ¢ < 0 und ¢ < 0 (und o = 0).

a) Zeige mit Hilfe der Maxwellgleichungen, dass in so einem Material der Wellenvektor I;:, die elektrische
Feldstarke E_", und die magnetische Feldstarke H ein linkshéndiges Dreibein bilden und dass Poynting-
vektor § = ﬁE_" x H und Wellenvektor & in entgegengesetzte Richtungen zeigen. (Anmerkung: Da der
Poyntingvektor die Richtung des Energieflusses bestimmt, hat so ein Metamaterial demnach eine negative
Gruppengeschwindigkeit relativ zur Phasengeschwindigkeit).

Ansatz fiir monochromatische ebene Wellen:

. 1o 7. —_ . . -
E(7t) = ZEget* ™! L cc., H(7t) = ~Hpe* ™! L cc., D(7,t) = eE(7,t), B(¥,t) = pnH(7,t)



In Maxwellgleichungen eingesetzt:
. 1. = - . W -
rotlk = ——8tB — kx EO = —/LHO
c c

L 1 -~ Admo = - o -, 4
votH = 0,0+ —2F — kxHy=-SnEy, n=c+ti—t mito=0
C C C w

Fiir e < 0, p < 0 folgt aus jeder dieser Zeilen, dass E, E, und H ein linkshéndiges Dreibein bilden (da sie
mit € > 0, ;1 > 0 ein rechtshindiges Dreibein bilden). Da der Poyntingvektor aber als

=, C = .

St = = (Bt x A1)
definiert ist (bzw. genauer gesagt in dieser Form aus der Impulsdichte G, (7, ¢) des elektromagnetischen
Feldes folgt), und dieser fiir ein rechtshindiges Dreibein in die selbe Richtung wie k zeigt, folgt daraus, dass
er fiir das gegebene Metamaterial in die entgegengesetzte Richtung zeigt.
b) Zeige, dass aus den Anschlussbedingungen an der Grenzflache zwischen einem normalen Material und
einem Metamaterial folgt, dass die gebrochene Welle auf der selben Seite des Lots weiterlauft (siehe Skizze
- die strichlierte Linie wére der Verlauf der gebrochenen Welle in normalem Medium). In welche Richtung
zeigt der k-Vektor der gebrochenen Welle? Will man das Brechungsgesetz von Snellius in unverénderter Form
beibehalten, folgt daraus, dass fiir dieses Metamaterial gilt: n = —,/ue < 0.
Anschlussbedingungen aus der Vorlesung, die zum Brechungsgesetz von Snellius fithren:

P T o 1 AN
ik-r—iwt _ zkrzwt:ezkruut beiz =0

€ e

Aus Giiltigkeit V¢ folgt w = w” = w'. Aus Vur,y folgt k, = k] = ki, und k, = k;/ = k;. Beachte, dass
dies noch nicht k., festlegt! Bei ,normalen Materialien hat k7 das selbe Vorzeichen wie k. (zeigt also in die
selbe Richtung). Bei dem Metamaterial ist dies nicht mehr der Fall, wie man aus den Anschlussbedingungen
feststellen kann:

RotE=0 = ¢ x (E(F, t) + E"(F, t)) — e, x (E'(F, t)) ,
RotH =0 = ¢ x (ﬁ(f, #) + H" (7, t)) =&, x (ﬁ’(F, t)) .

(l; X E) (und #hnlich fiir H' und H"” ) erhdlt man

lc/= = 1le¢ /= = 1e¢ /v =
z, x (—5 (k x E) +25 (k” x E”)) — 7. x (—/5 (k:’ x E’)) .

hw hw W w
Falls ¢ und p’ beide positiv sind, kénnen k und K in die selbe Richtung (projiziert auf die z-Achse) schauen,
um beide Anschlussbedingungen gleichzeitig zu erfiillen. Falls aber p' negativ ist, muss der Vektor &’ in
entgegengesetzte Richtung schauen, um das Vorzeichen zu kompensieren, d.h. k¥, < 0 (denn die Richtung
von Ei wird ja schon durch die erste Anschlussbedingung festgelegt).
Die Dispersionsrelation k2 = ‘g—j pe = ‘:—§|n| fiir po > 9 folgt aus den Maxvzellgleichungen, also |k| = [n|%,
|K'| = 0|2, k'] = [n"|2. Mit w = " = & folgt |k|/|n| = [k"|/|n] = |K'|/|n’|. Mit der urspriinglichen

(&

Bezeichnung der Winkel

sin o sin o/ sin o'’
k =k 0 , K = K| 0 , K" = |k"| 0
cos o cosa’ —cos o

und k, = Kk, = k! wiirde mit k' = kn//n folgen: nsina = n/sina/. Allerdings zeigt &' im Metamaterial
entgegengesetzt zur Ausbreitungsrichtung der Welle:

sin o/ sin o —sina’
F=k| o |—-¥ 0 = (—K') 0
cosa’ —cosao’ cosa’



Damit folgt nsina = —|n'|sina’. Will man das urspriingliche Brechungsgesetzt von Snellius beibehalten
(bezogen auf die Ausbreitungsrichtung der Welle), so kann man definieren n’ = —|n’| = —, /Ep fiir Metama-
terialien mit € < 0 und p < 0.

Alternative Erklarung tiber Poyntingvektor S: An der Grenzfliche sind die Tangentialkomponenten von E
und H stetig — Normalkomponente des Poyntingvektors S, ist an Grenzfliche stetig: S, + S!=5..

z-Komponente ldsst sich schreiben als S, = = (E x H ) = ﬁw—cﬂEQkZ. Fiir zeitlich gemittelte Grofen gilt
z

(SL)y = (S.)+(SY) = ﬁ ((E?) = (E")) k. = 45% (E?) (1 = R) k., wobei fiir df:n Reflexionskoeffizient R
gilt: 0 < R<1,alsol—R>0. Also S’ ~ k, > 0, daher k., ~ —S, < 0. Rest der Uberlegung wie oben.

Zu zeigen: S, + S = S.:

. = o (ELH, - E,H,)
= = [(B.+E) (H, + H) - (B, + E}) (H, + H)
= S.+S'+ i [E.H! + E/H, — E,H! — E/H,]
= 8.+8]

Der Term der vorletzten Zeile verschwindet durch Einsetzen von

ko E, —k,E k., E k,E"

7 c c Y 7! c %/ c " Y "
dA=—| 0 |x| B, |=—| keBo—keBE. |, H =—1| 0 |x| Bl |=—| ~kEl—kE!
RO\ & E Hw k.E, O\ —k E” e k. E"

z z x z 2z Ty
EJCH;’ + E;’Hy — EyH:/p/ — E;’Hz = FE, (—szg — ksz‘;’) + E;’ (k.Ey — kyE,) — E, (kZE;’) — E;’ (—k.Ey)

= —FEuk,E' — E'k,E.
= —(—E.k.)E" — (+E'k.)E. =0

Hierbei wurde divE = ko Ey + k. E, = 0 und divE” = k/E" + k/E! = kE" — k. E" = 0 verwendet.

9.3 Feld eines plotzlich gestoppten geladenen Teilchens

Ein urspriinglich gleichformig bewegtes Teilchen wird bei = 0, ¢t = 0 plotzlich gestoppt (siehe Abbildung in
den Vorlesungsfolien, Kapitel VI, letzte Seite). Der in der Abbildung eingezeichnete Pfad bildet Kreisbogen
EA und FD mit Zentrum im ruhenden bzw. im sich bewegenden Teilchen (also der Position des Teilchens,
an der es sich zum Zeitpunkt der Aufnahme befinden wiirde, wenn es nicht bei ¢ = 0 gestoppt worden
wére), und verbindet diese Kreisbogen, indem es entlang ABCD den Feldlinien folgt. Zeige dass zwischen
den Polarwinkeln 6y und g, die den Offnungswinkel von gleichem elektrischen Fluss vor und nach der
Schockwelle beschreiben, folgende Relation gelten muss:

tan g = -y tan 6.
Hinweis: Zeige, dass das elektrische Feld eines gleichformig bewegten Teilchens folgenden Betrag hat:
_q 1— /2
S (1 — [(2sin? @)3/2

mit Polarwinkel ¢. Betrachte den Rotationskorper, der entsteht, wenn man die Kurve FABCDF' aus oben
genannter Abbildung um die z-Achse rotiert, und wende auf diesen das Gaufische Gesetz (Integralform des

Coulombschen Gesetzes) an. Hinweis 2: cosfp = 1/4/1 + tan? .
In der Vorlesung ist angegeben

B(7 1) = q 2\ = — ]2 2 = 7))
P = s (1) ren= 0=+ (7).
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Hier einsetzen 7 - 5 = [cosyp liefert sofort K = \/1 — 32+ [F2cos?2p = \/1 — 32sin? ¢, und somit die
angegebene Formel. Der Pfad ABCD verliuft entlang der Feldlinien, also ist dort iiberall d? fE_" = 0. Im
Volumen selber gibt es keine Ladungen. Also ist der Fluss durch die Rotationsfliche von EA gleich dem
(negativen) Fluss durch die Rotationsfliche von F'D - bzw. positiven Fluss, wenn man den Oberflachenvektor
in beiden Féllen radial nach aufien zeigen lésst. Fluss durch innere ,Kappe* FA:

90 q 90
DPpg = 27r/ —27"2 sin 0d6 = 27rq/ sin 0df = 2mq (1 — cosby) .
o T 0

Fiir die auftere Kappe F'D erhélt man

Yo 1— 2 %206} 1— 2
Srp = 27r/ % b 3/2T281n50dg0:27rq/ b 373 sin pde
o T (1-p2sin’ ) 0 (1-p2sin’yp)
cos0
~ amg cos —omg[1- €OS ¥ .
V1= 32+ B2cos? ¢ V1= B2+ 2 cos? g

COS Y=CO0S o
Gleichsetzen Ppy = ®pp liefert
COS g

V1= + B2 cos? pg

Mit Hilfe von cosy = 1/4/1 + tan® 6 liisst sich das Ergebnis umschreiben in

cos by =

1 — 3% + 3% cos? o 14 sin? o — 3% sin? ¢
cos2 g cos? @o

bzw. tan pg = tanfy/+/1 — 5% = 7 tan 6y.

1+ tan? 6y = :1+(1762)tan2<p0



