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3. Tutorium - Lösungen 30.03.2012

3.1 Kräfte zwischen Kreis- und Linienstrom

Gegeben sei ein unendlich langer dünner Leiter L1, der im Abstand x = d parallel zur y-Achse verläuft und
von einem zeitlich konstanten Strom I1 durchflossen wird.
a) Berechne das Magnetfeld und daraus ein Vektorpotential.
Zylinderkoordinaten werden entlang der y-Achse angewendet (x, y, z → z, x, y) :

z = r cosϕ, x = r sinϕ, y = y, ~eϕ = − sinϕ~ez + cosϕ~ex = −x

r
~ez +

z

r
~ex

Translationsinvarianz bezüglich y-Achse liefert Bi(r, ϕ, y) = Bi(r, ϕ), und By = 0. Außerdem gilt Br = 0

wegen ~∇ ~B = 0 oder in Integralform
∫
~Bd~f = 0 = 2Brπrl. Bleibt also Bϕ zu berechnen. Für ~B = Bϕ~eϕ

erhält man:
∫

~Bd~s =
4π

c

∫

~jd~f → 2πrBϕ(r) =
4π

c
I1 → Bϕ(r) =

2I1
cr

~B =
2I1
cr

~eϕ =
2I1
c

(
z

z2 + x2
, 0,− x

z2 + x2

)

x→x−d−→ ~B =
2I1
c

(
z

z2 + (x− d)2
, 0,

d− x

z2 + (x− d)2

)

.

Berechnung des Vektorpotentials über ~B = ~∇ × ~A. Mit ~A ∼ Ay(r) folgt −∂Ay/∂r = Bϕ, und somit
Ay = (−2I1/c) ln r + c.

Ay = −I1
c
ln

[
z2 + (x− d)2

]
.

b) Betrachte zusätzlich einen dünnen Leiter L2, welcher einen Kreis mit Radius a < d und Mittelpunkt
im Ursprung bildet und ebenfalls in der x-y-Ebene liegt. Dieser werde von einem konstanten Strom I2
durchflossen. Berechne die auf den Leiter L2 wirkende Kraft ~F .
Kraft auf Leiter: ~F = I2

c

∫

L2
d~r × ~B(r), mit ~r = (a cosϕ, a sinϕ, 0). d~r = (− sinϕ, cosϕ, 0)adϕ, und ~B1(z =

0) = (0, 0, 2I1/(c(d− x)))

~F =
2I1I2
c2

a

∫

dϕ





− sinϕ
cosϕ
0



×





0
0
1

d−x





=
2I1I2
c2

a

∫ 2π

0

dϕ





cosϕ
d−a cosϕ

sinϕ
d−a cosϕ

0





Fx =
2I1I2
c2

a

[∫ π

0

dϕ
cosϕ

d− a cosϕ
+

∫ 2π

π

dϕ
cosϕ

d− a cosϕ

]

=
2I1I2
c2

a

d

[∫ π

0

dϕ
cosϕ

1− a
d
cosϕ

−
∫ π

0

dϕ
cosϕ

1 + a
d
cosϕ

]

=
2I1I2
c2

a

d

π
√

1− a2

d2

√

1− a2

d2 − 1

−a
d

× 2

=
4π

c2
I1I2

d−
√
d2 − a2√

d2 − a2
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Fy ∼
∫ 2π

0

dϕ
sinϕ

d− a cosϕ

=

∫ π

0

dϕ
sinϕ

d− a cosϕ
+

∫ 2π

π

dϕ
sinϕ

d− a cosϕ

=

∫ 1

−1

dx

d− ax
−
∫ 1

−1

dx

d+ ax
= 2a

∫ 1

−1

dx

d2 + a2x2
= 0

Hier wurde der Hinweis verwendet:
∫ π

0
cos(x)dx

1+α cos(x) =
π√

1−α2

√
1−α2−1

α
für |α| < 1.

3.2 Impulsbilanz

Integrieren der Lorentzkraftdichte gibt

~Fmech =
d

dt
~Pmech =

∫

V

d3r

(

ρ ~E +
1

c
~j × ~B

)

.

In Indexschreibweise:

Fmech
k =

d

dt
Pmech
k =

∫

V

d3r

(

ρEk +
1

c
εklmjlBm

)

.

Aus den Maxwell-Gleichungen folgt (mit ∂i ≡ ∂/∂xi)

ρ =
1

4π
∂iEi

Ek·→ ρEk =
1

4π
Ek (∂iEi)

0 =
1

4π
∂iBi

Bk·→ 0 =
1

4π
Bk (∂iBi)

1

c
jl =

1

4π
εlpq∂pBq −

1

4πc
Ėl

εklmBm−→ 1

c
εklmjlBm =

1

4π
εklmεlpq (∂pBq)Bm − 1

4πc
εklmĖlBm

=
1

4π
(δmpδkq − δmqδkp) (∂pBq)Bm − 1

4πc
εklmĖlBm

=
1

4π
((∂pBk)Bp − (∂kBq)Bq)−

1

4πc
εklmĖlBm

0 =
1

4π
εlpq∂pEq +

1

4πc
Ḃl

εklmEm−→ 0 =
1

4π
εklmεlpq (∂pEq)Em +

1

4πc
εklmḂlEm

=
1

4π
((∂pEk)Ep − (∂kEq)Eq) +

1

4πc
εklmḂlEm

= ...− 1

4πc
εklmElḂm

Im letzten Term wurde l ↔ m umbenannt. Diese vier Gleichungen addieren ergibt

ρEk +
1

c
εklmjlBm =

1

4π
Ek (∂iEi) +

1

4π
Bk (∂iBi)

+
1

4π
((∂iBk)Bi − (∂kBq)Bq) +

1

4π
((∂iEk)Ei − (∂kEq)Eq)

− 1

4πc
εklmĖlBm − 1

4πc
εklmElḂm

= ∂i
1

4π

[

EiEk +BiBk −
1

2
δik (BqBq + EqEq)

]

− ∂

∂t

1

4πc
εklmElBm

wobei (∂kBq)Bq = 1
2 [(∂kBq)Bq +Bq (∂kBq)] =

1
2∂k (BqBq) =

1
2∂iδikB

2 und analog für E verwendet wurde.
Aus der letzten Gleichung lassen sich bereits die Komponenten des Spannungstensors und der Impulsdichte
des elektromagnetischen Feldes herauslesen:

Tik(~r, t) =
1

4π

[

EiEk +BiBk −
1

2
δik (BqBq + EqEq)

]
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gem,k(~r, t) =
1

4πc
εklmElBm

Konvertieren des Volumen-Integrals über ∂iTik mit Hilfe des Gaußschen Satzes in ein Oberflächenintegral

∫

V

d3r ∂iTik(~r, t) =

∮

∂V

d2fi Tik(~r, t)

und Identifikation von

P feld
k =

∫

V

d3r gem,k(~r, t)

liefert bereits das gewünschte Ergebnis.

3.3 Zylindermantelförmige Ausbuchtung auf leitender Ebene

Ansatz: Bildladung wird am Zylindermantel gespiegelt und ergibt eine Linienladung mit x = a2/d. Diese
beiden Linienladungen werden nun an der Ebene gespiegelt, und ergeben weitere Linienladungen mit x =
−a2/d bzw. x = −d.

φ(x, y) = −τ log (x−d)2+y2

R2
0

+ τ log (x+d)2+y2

R2
0

+ τ log

(

x− a
2

d

)2

+y2

( a

d
R0)

2 − τ log

(

x+ a
2

d

)2

+y2

( a

d
R0)

2

1) Ansatz erfüllt Differentialgleichung
∆φ(x, y) = −4πτδ(x− d)δ(y).
(Hier trägt nur der erste Term bei, die anderen liegen außerhalb des betrachteten Gebietes).
2a) Ansatz erfüllt die Randbedingungen: Auf der Ebene mit x = 0 gilt:

φ(0, y) = −τ log d2+y2

R2
0

+ τ log d2+y2

R2
0

+ τ log
a
4

d2
+y2

( a

d
R0)

2 − τ log
a
4

d2
+y2

( a

d
R0)

2 = 0.

2b) Auf dem Zylindermantel mit x = a cosϕ, y = a sinϕ gilt:

φ(a cosϕ, a sinϕ) = −τ log (a cosϕ−d)2+a2 sin2 ϕ

R2
0

+ ...

= −τ log a2+d2−2ad cosϕ
R2

0

+ τ log a2+d2+2ad cosϕ
R2

0

+ τ log
a2+ a

4

d2
−2 a

3

d
cosϕ

a2

d2
R2

0

− τ log
a2+ a

4

d2
+2 a

3

d
cosϕ

a2

d2
R2

0

= −τ log a2+d2−2ad cosϕ
R2

0

+ τ log a2+d2+2ad cosϕ
R2

0

+ τ log d2+a2−2ad cosϕ
R2

0

− τ log d2+a2+2ad cosϕ
R2

0

= 0

(Im Gegensatz zu oben heben sich hier erster und dritter Term bzw. zweiter und vierter gegenseitig weg).
3) Ansatz ist regulär für x → ∞ bzw. y → ±∞:

limx→∞ φ(x, y) = −τ limx→∞ log x2

x2

x2

x2 = −τ log 1 = 0. Ebenso für y → ±∞.
Lösung lautet also:

φ(x, y) = −τ log
[(x−d)2+y2]

[

(

x+a
2

d

)

2

+y2

]

[(x+d)2+y2]
[

(

x−a2

d

)2

+y2

]

b) Berechnung der influenzierten Ladungsdichte über 4πσ = ER(R = a) und ER = −∂φ/∂R. Flächenla-
dungsverteilung:

σA(ϕ) = − 1
4π

∂φ(R,ϕ)
∂R

∣
∣
∣
R=a

φ(R,ϕ) = −τ log R2+d2−2Rd cosϕ
R2

0

+ [− → +] + τ log
R2+ a

4

d2
−2R a

2

d
cosϕ

( a

d
R0)

2 − [− → +]

−∂φ(R,ϕ)
∂R

= τ 2R−2d cosϕ
R2+d2−2Rd cosϕ −

[
−→+
−→+

]

− τ
2R d

2

a2 −2d cosϕ

d2

a2 R2+a2−2Rd cosϕ
+
[
−→+
−→+

]

σA(ϕ) =
τ
2π

a−d cosϕ
a2+d2−2ad cosϕ −

[
−→+
−→+

]

− τ
2π

d
2

a
−d cosϕ

d2+a2−2ad cosϕ +
[
−→+
−→+

]

σA(ϕ) = − τ
2π

d2−a2

a

[
1

a2+d2−2ad cosϕ − 1
a2+d2+2ad cosϕ

]

Ladung pro Längeneinheit in z-Richtung df = a dϕdz;
∫ z0+1

z0
dz = 1:

τA := a
∫ π

2

−π

2

σA(ϕ)dϕ = 2a
∫ π

2

0 σA(ϕ)dϕ
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= − τ
π

(
d2 − a2

) ∫ π

2

0
dϕ

[
1

a2+d2−2ad cosϕ − 1
a2+d2+2ad cosϕ

]

= − τ
π

d2−a2

d2+a2

∫ π

2

0 dϕ

[

1
1− 2ad

a2+d2
cosϕ

− 1
1+ 2ad

a2+d2
cosϕ

]

Verwendung der Formel (im Gültigkeitsbereich, da A = 2ad
a2+d2 > 0 und 1−A = a2+d2−2ad

a2+d2 = (a−d)2

a2+d2 > 0)
∫ π

2

0
dϕ

1−A cosϕ −
∫ π

2

0
dϕ

1+A cosϕ = 2 arcsinA√
1−A2

.

1 +A = a2+d2+2ad
a2+d2 = (a+d)2

a2+d2

1−A2 = (1 +A) (1−A) =
(d2−a2)

2

(d2+a2)2√
1−A2 = d2−a2

d2+a2

→ τA = − τ
π

d2−a2

d2+a2

d2+a2

d2−a2 2 arcsin
2ad

d2+a2

τA = − 2τ
π
arcsin 2ad

d2+a2 .

Mit arcsinA = arctan A√
1−A2

und A√
1−A2

= 2ad
d2−a2 folgt:

τA = − 2τ
π
arcsin 2ad

d2−a2 .
Flächenladungsverteilung:

σE(y) =- 1
4π

∂φ(x,y)
∂x

∣
∣
∣
x=0

φ(x, y) = −τ log (x−d)2+y2

R2
0

+ [+] + τ log

(

x−a
2

d

)2

+y2

( a

d
R0)

2 − [+]

−∂φ(x,y)
∂x

= τ 2(x−d)

(x−d)2+y2 − [+]− τ
2(x d

a
−a) d

a

(x d

a
−a)2+ d2

a2 y2
+ [+]

− ∂φ
∂x

∣
∣
∣
x=0

= −τ 2d
d2+y2 − τ 2d

d2+y2 + τ
2 a

2

d

a4

d2
+y2

+ τ
2 a

2

d

a4

d2
+y2

σE(y) = − τ
π

[

d
d2+y2 −

a
2

d

a4

d2
+y2

]

Ladung pro Längeneinheit in z-Richtung:
τE =

∫ −a

−∞ σE(y)dy +
∫∞

a
σE(y)dy = 2

∫∞

a
σE(y)dy

τE = − 2τ
π

∫∞

a
dy

[

d
d2+y2 −

a
2

d

a4

d2
+y2

]

τE = − 2τ
π

[

arctan y
d
− arctan yd

a2

]∣
∣
∣

+∞

a
= − τ

π

[
− arctan a

d
+ arctan d

a

]

τE = − τ
π
arctan

d

a
− a

d

1+ d

a

a

d

= − τ
π
arctan d2−a2

2ad

Summe der Ladungen pro Längeneinheit:

τA + τE = − 2τ
π

[

arctan
2ad

d2 − a2
+ arctan

d2 − a2

2ad
︸ ︷︷ ︸

π

2

]

= −τ
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