
Elektrodynamik I 2014S

8. Tutorium - Lösungen 16.05.2014

8.1 Geteilter Kreiszylinder

a) Für R < a und R > a ist zu lösen: ∆φ(R,ϕ) = 0.
Ansatz für R < a: φ(R,ϕ) = A0 +

∑∞

m=1 [Am cosmϕ+Bm sinmϕ]
(
R
a

)m
.

Wegen vorgegebenem Potential auf den Zylinderhälften muss φ(a,−ϕ) = −φ(a, ϕ), 0 < ϕ < π, gelten:
A0 +

∑∞

m=1 [Am cosmϕ−Bm sinmϕ] = −A0 −
∑∞

m=1 [Am cosmϕ+Bm sinmϕ] .
Da das für alle ϕ gelten muss, folgt: A0 = 0, Am = 0 für m ≥ 1.
Wegen der Spiegelsymmetrie entlang der y-Achse gilt außerdem φ(a, ϕ) = φ(a, π − ϕ), 0 < ϕ < π, also
Bm sinmϕ = Bm sinm (π − ϕ) = − (−1)m Bm sinmϕ, also Bm = 0 für m = 2, 4, 6, ...
Bleiben nur die ungeraden Koeffizienten B2n+1 übrig, die zu bestimmen sind.

Randbedingungen: φ(a, ϕ) =
∑∞

n=0 B2n+1 sin (2n+ 1)ϕ =

{

+φ0 für 0 < ϕ < π,

−φ0 fürπ < ϕ < 2π.

Berechnung über Orthogonalität der Fourierschen Eigenfunktionen:
1
π

∫ 2π

0 dϕ sin [(2n′ + 1)ϕ]φ(a, ϕ) = 1
π

∫ 2π

0 dϕ sin [(2n′ + 1)ϕ]
∑∞

n=0 B2n+1 sin [(2n+ 1)ϕ]

1
π
φ0

∫ π

0

dϕ sin [(2n′ + 1)ϕ]

︸ ︷︷ ︸
2

2n′+1

− 1
π
φ0

∫ 2π

π

dϕ sin [(2n′ + 1)ϕ]

︸ ︷︷ ︸

− 2

2n′+1

=
∑∞

n=0 B2n+1
1

π

∫ 2π

0

dϕ sin [(2n′ + 1)ϕ] sin [(2n+ 1)ϕ]

︸ ︷︷ ︸

δnn′

1
π

4
2n′+1φ0 = B2n′+1.

Analog für R > a, daher ist die Gesamtlösung:

φ(R,ϕ) = 4φ0

π

∑∞

n=0
sin(2n+1)ϕ

2n+1 ·

{(
R
a

)2n+1
fürR ≤ a,

(
a
R

)2n+1
fürR ≥ a.

Mit den Formeln aus der Angabe folgt:

φ(R,ϕ) = 2φ0

π
·

{

arctan 2aR sinϕ
a2−R2 fürR ≤ a,

arctan 2aR sinϕ
R2−a2 fürR ≥ a.

b) Div ~E = (En)a − (En)i = ER(R ↓ a, ϕ)− ER(R ↑ a, ϕ) = − ∂φ(R,ϕ)
∂R

∣
∣
∣
R↓a

+ ∂φ(R,ϕ)
∂R

∣
∣
∣
R↑a

= 4πσ(ϕ).

R > a:
∂φ
∂R

= 2φ0

π
1

1+ 4a2R2 sin2 ϕ

(R2
−a2)2

[
2a sinϕ

R2 − a2
−

4aR2 sinϕ

(R2 − a2)
2

︸ ︷︷ ︸

2a sinϕ

(R2
−a2)2

[
R2 − a2 − 2R2

︸ ︷︷ ︸

−(a2+R2)

]

]

= − 4φ0

π

a(a2+R2) sinϕ

(R2−a2)+4a2R2 sin2 ϕ
.

− ∂φ(R,ϕ)
∂R

∣
∣
∣
R↓a

= 4φ0

π
2a3 sinϕ
4a4 sin2 ϕ

= 2φ0

aπ
1

sinϕ
.

Analog für R < a:

∂φ
∂R

= 2φ0

π
1

1+ 4a2R2 sin2 ϕ

(a2
−R2)2

[
2a sinϕ

a2 −R2
+

4aR2 sinϕ

(a2 −R2)
2

︸ ︷︷ ︸

2a sinϕ

(a2
−R2)2

[
a2 −R2 + 2R2

︸ ︷︷ ︸

(a2+R2)

]

]

= 4φ0

π

a(a2+R2) sinϕ

(a2−R2)+4a2R2 sin2 ϕ
.

∂φ(R,ϕ)
∂R

∣
∣
∣
R↑a

= 2φ0

aπ
1

sinϕ
.

In Summe: σ(ϕ) = φ0

aπ2

1
sinϕ

.

Anmerkung: σ(ϕ) divergiert für ϕ = 0 und ϕ = π, weshalb bei Punkt (c) der Spalt nicht ignoriert werden
kann.
c) Ladung τ1 pro Längeneinheit auf der Zylinderhälfte 1 (0 < ϕ < π):
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(Da d ≪ a gilt a sinϕ ≈ aϕ ≈ d
2 für das Spaltende.)

τ1 ≈ a
∫ π− d

2a
d
2a

dϕσ(ϕ) = φ0

π2

∫ π− d
2a

d
2a

dϕ
sinϕ

Formel für das Integral:
∫

dϕ
sinϕ

= log
∣
∣tan ϕ

2

∣
∣.

τ1 ≈ φ0

π2

[

log

∣
∣
∣
∣
tan

(
π

2
−

d

4a

)∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

|cot d
4a |≈

4a
d

− log

∣
∣
∣
∣
tan

d

4a

∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

≈ d
4a

]

= 2φ0

π2 log 4a
d

:= τ .

Analog für π < ϕ < 2π:

τ2 ≈ a
∫ 2π− d

2a

π+ d
2a

dϕσ(ϕ) = φ0

π2

∫ 2π− d
2a

π+ d
2a

dϕ
sinϕ

= φ0

π2

[

log

∣
∣
∣
∣
tan

(

π −
d

4a

)∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

|tan d
4a |≈

d
4a

− log

∣
∣
∣
∣
tan

(
π

2
+

d

4a

)∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

|cot d
4a |≈

4a
d

]

= − 2φ0

π2 log 4a
d

= −τ .

Kapazität pro Längeneinheit:
C = τ

φ0−(−φ0)
= τ

2φ0
= 2

π2 log
4a
d

.

8.2 Multipolmomente eines Kreuzes

a) Die Ladungsdichte lässt sich mit θ- und δ-Funktionen anschreiben:

ρ(~x) = λ [θ(a+ x)θ(a − x)δ(y)δ(z) + θ(b + y)θ(b − y)δ(x)δ(z)]

Die Gesamtladung ist:

Q =

∫

ρ(x)d3x

= λ

∫ a

−a

dx+ λ

∫ b

−b

dy

= 2λ(a+ b)

b) Das Dipolmoment ist:

pi =

∫

d3x xiρ(xi)

= λ

∫ a

−a

x~exdx+ λ

∫ b

−b

y~eydy

= 0

Das Quadrupolmoment ist definiert über:

Qij =

∫

d3xρ(~x)(xixj −
r2

3
δij)

Wir berechnen zunächst die Komponenten für i = j.

Qxx =
λ

3

∫ a

−a

d3x δ(y)δ(z)(3x2 − r2) +
λ

3

∫ b

−b

d3x δ(x)δ(z)(3x2 − r2)

=
λ

3

∫ a

−a

dx 2x2 +
λ

3

∫ b

−b

dy (−y2)

=
λ

3

(
4a3

3
−

2b3

3

)

=
2λ

9
(2a3 − b3)

2



Völlig analog erhält man:

Qyy =
2λ

9
(−a3 + 2b3)

Qzz =
2λ

9
(−a3 − b3)

Für i 6= j sind alle Quadrupolmomente 0, zum Beispiel:

Qxy = 3λ

∫ a

−a

d3xδ(y)δ(z)xy + 3λ

∫ b

−b

d3xδ(x)δ(z)xy

= 0 = Qyx

c) Das Potential bis zur Quadrupolordnung ist:

φ(xi) =
Q

r
+

xipi

r3
+

3

2

Qijxixj

r5
+ . . .

In unserem Fall ist ~x = (0, 0, z) und mit den Resultaten aus Aufgabe (b):

φ(0, 0, z) =
Q

z
+

Qzzz
2

z5

=
2λ(a+ b)

z
+

λ(−a3 − b3)

3z3

d) Das elektrische Feld erhalten wir als Gradienten des Potentials. Allgemein berechnet man (mit leichter
Indexgymnastik):

Ei = −∂iφ

=
Qxi

r3
+

3(pjxj)xi − r2pi

r5
+

5(Qjkxjxk)xi − 2Qikxk

r7

Für unser Beispiel ist das:

~E(0, 0, z) =
Qz~ez

z3
+

5Qzzz
2z~ez − 2z2Qzzz~ez

z7

=
2λ(a+ b)

z2
+

λ(−a3 − b3)

z4
~ez

= −∂zφ(0, 0, z)

4.3 Multipolmomente eines Ellipsoids

Elektrostatisches Potential über Kugelflächenfunktionen:

φ(~r) =

∞∑

l=0

+l∑

m=−l

Ylm(ϑ, ϕ)

rl+1
q∗lm, mit qlm =

4π

2l+ 1

∫

d3r′ r′lYlm(ϑ′, ϕ′)ρ(~r ′).

Multipolmomente mit negativem m lassen sich berechnen über ql,−m = (−1)mq∗lm, was direkt von der
entsprechenden Relation der Ylm folgt.
Da das System rotationssymmetrisch um die z-Achse ist, fallen alle Ylm die ϕ enthalten weg:

∫ 2π

0

eiϕdϕ = 0,

∫ 2π

0

e2iϕdϕ = 0.

Also q11 = q22 = q21 = 0.
Für das Ellipsoid gilt q00 = 0, da sich die positiven und negativen Ladungen integriert gegenseitig aufheben.
Bleiben also nur Dipolmomente. Weiters folgt q11 = 0 aufgrund der Rotationssymmetrie um ϕ. Bleibt q10
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zu berechnen:

q10 =
4π

3

∫

d3r rY10(ϑ, ϕ)ρ(~r)

=
4π

3

∫

d3r r

√

3

4π
cosϑρ(~r)

=

√

4π

3

∫

d3r zρ(~r)

=

√

4π

3
a2c

∫ 1

0

r̃2dr̃

∫ 2π

0

dϕ̃

[∫ 0

−1

d(cos ϑ̃)cr̃ cos ϑ̃(−ρ0) +

∫ 1

0

d(cos ϑ̃)cr̃ cos ϑ̃(+ρ0)

]

=

√

4π

3
a2c

∫ 1

0

r̃3dr̃2πc

[
1

2
+

1

2

]

ρ0

=

√

4π

3
a2c

1

4
2πcρ0

=

√

4π

3

π

2
a2c2ρ0.

Aufgrund der Rotationssymmetrie um den Winkel ϕ verwinden auch q21 = q22 = 0. Weiters verschwindet
q20 = 0, weil Y20 ∼ (3 cos2 ϑ−1) gerade in cosϑ ist, aber die Ladungsverteilung ρ(ϑ) ungerade. Das Potenzial
des Dipols lautet:

φ(b)(~r) =
Y10(ϑ, ϕ)

r2
q∗10

=
1

r2

√

3

4π
cosϑ

√

4π

3

π

2
a2c2ρ0

=
1

r2
π

2
a2c2ρ0 cosϑ.
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