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1. Plattenkondensator
Ein Plattenkondensator besteht aus zwei Platten der Fläche A im Abstand d. Die
Abmessung der Flächen ist viel grösser als ihr Abstand, sodass Randfelder ver-
nachlässigt werden können.

(a) Der Plattenkondensator wird mit einer Batterie aufgeladen, sodass die Poten-
zialdifferenz U0 ist und die Ladungen der Platten +Q1 und −Q1. Welche Arbeit
ist nötig um den Plattenabstand von d nach d + ∆d zu erhöhen? Wie groß ist
die Änderung der Energie des Kondensators?

(b) Nimm nun an, dass die Batterie angeschlossen bleibt, wenn der Plattenab-
stand erhöht wird. Wieviel Arbeit muss dann verrichtet werden, um den Ab-
stand von d nach d + ∆d zu erhöhen? Was ist die Energieänderung in diesem
Fall? Zeige, dass die Energie erhalten ist, wenn alle Energiequellen und -senken
berücksichtigt werden.

Lösung:

(a) Die Kapazität ist
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A

d
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Wir nehmen an, dass die obere (entlang der positiven Richtung) Platte positiv
geladen ist, die untere negativ. Die Kraft pro Fläche auf die obere Platte durch
das Feld der unteren Platte ist
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Die Arbeit, die verrichtet werden muss um die obere Platte um ∆d nach oben
zu verschieben ist:

W = (−F )∆d (3)

Die Änderung der elektrostatischen Energie ist ∆U = W . Ausgedrückt durch
die Potentialdifferenz U0 = Q1

C
kann die Energie geschrieben werden als:

∆U =

(
U0A

4πd

)2
2π∆d

A
=
U2
0A

8πd2
∆d (4)

Alternativ kann man die Energiedifferenz auch so berechnen:
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wobei Ci und Cf die Kapazitäten vor und nach der Verschiebung sind. Ist keine
Batterie angeschlossen, bleibt die Ladung konstant und das Potential wächst.

(b) Da die Batterie angeschlossen bleibt ist das Potential konstant U0. Die Ladung
ändert sich, wenn die Platten von einander entfernt werden. Aufgrund von
Energieerhaltung gilt:

WKraft +WBatterie = ∆U (6)

Die Änderung der elektrostatischen Energie ist

∆U =
1

2
CfU

2
0 −

1

2
CiU

2
0 (7)

=
AU2

0

8π

(
1

d+ ∆d
− 1

d

)
(8)

' −AU
2
0

8πd2
∆d (9)

In diesem Fall sinkt also die elektrostatische Energie. Es wird Arbeit von der
Batterie verrichtet, da diese Ladung von der unteren zur oberen Platte trans-
portiert:

WBatterie = (Qf −Qi)U0 (10)
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Die Arbeit ist negativ, also wird die Batterie dabei aufgeladen. Die Arbeit, die
durch die äussere Kraft verrichtet wird ist dieselbe wie in Teilaufgabe (a):
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Die Energieerhaltung ist erfüllt.

2. Linearer Quadrupol
Ein linearer Quadrupol besteht aus drei Ladungen q, −2q, und q auf der z-Achse.
Die positiven Ladungen sind an z = ±d. Die negative Ladung ist am Ursprung.

(a) Argumentiere, dass man dieses System auch durch zwei Dipole beschreiben
kann. Was sind die beiden Dipolmomente? Wo liegen die Zentren der Dipole?

(b) Berechne die Monopol-, Dipol- und Quadrupolmomente in kartesischen Koor-
dinaten.

Lösung:

(a) Man teile die Ladung −2q im Ursprung in zwei Ladungen −q und −q. Man
kombiniere eine der Ladungen mit der Ladung +q an z = +d zu einem Dipol.
Die Zentren der Dipole liegen jeweils an z = ±d

2
. Die Dipolmomente sind qd~ez

und −qd~ez. Das Gesamtdipolmoment verschwindet.
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(b) Die Ladungsdichte ist

ρ(~r) = −2qδ(x)δ(y)δ(z) + qδ(x)δ(y)δ(z − d) + qδ(x)δ(y)δ(z + d) (14)

Damit finden wir ein verschwindendes Monopol- und Dipolmoment. Die Quadrupol-
momente verschwinden nicht

Qij =

∫
ρ(~r′)

(
3x′ix

′
j − (r′)2δij

)
dV ′ = 2q

 −d2 0 0
0 −d2 0
0 0 2d2

 . (15)

3. Endlicher geladener Stab und Multipolmomente
Ein geladener, unendlich langer Stab der Linienladungsdichte τ entlang der z-Achse
hat das Potenzial

Φ(x, y, z) = −τ ln(x2 + y2) + c , (16)

wobei c eine beliebige Konstante (Eichfreiheit) ist. Betrachte im Folgenden einen
endlichen, homogen geladenen Stab mit Gesamtladung Q, der von z = −L bis z = L
verläuft.

(a) Berechne (z.B. mittels Green-Funktionen) das Potenzial für z = 0.
Hinweis: Überlege welche Symmetrien vorliegen und wähle geeignete Koordi-
naten,

∫
dα/
√

1 + α2 = ln(α +
√
α2 + 1).

(b) Berechne die ersten zwei nichtverschwindenden Terme von Φ(x, y, 0) in der Rei-
henentwicklungen für r =

√
x2 + y2 � L. Finde den führenden Term von

Φ(x, y, 0) im Limes r � L und vergleiche ihn mit dem Ergebnis für den un-
endlich langen Stab.

(c) Berechne die ersten beiden nichtverschwindenden Terme des Potenzials in einer
kartesischen Multipolentwicklung.

Lösung:

(a) Mit der Formel für das Integral findet man Φ(r, z) = −2τ ln
[

r
L+

√
L2+r2

]
.

(b) Limes r � L
Hierzu ist eine Reihenentwicklung in ε := L/r � 1 durchzuführen, was zu

Φ(r, 0) ≈ τ

(
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)
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führt. Der erste Term entspricht einer Punktladung: φ(r, 0) = Q/r + . . ..
Limes kleiner Abstände: r � L
Dies ist äquivalent zu r/L→ 0. Hier gilt es zunächst den Pol bei ε := r/L→ 0
abzuspalten und dann den Rest in einer Taylorreihe in ε zu entwickeln

Φ(r, 0) = τ

(
−2 ln

r

2L
+

r2
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)
(18)

Der führende Term Φ = −2τ ln r entspricht einem unendlich langen Draht.
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(c) Nach einfacher Rechnung mit ρel(x, y, z) = τδ(2)(x, y)θ(L + z)θ(L − z) findet
man für die nichtverschwindenden kartesischen Multipolmomente

Q = 2Lτ

Qxx = Qyy = −1

2
Qzz = −2τ

3
L3. (19)

Aus Symmetriegründen verschwindet der Rest. Auf Grund der Spiegelsymme-
trie können keine Dipolmomente auftauchen. Auf Grund der Rotationssym-
metrie gemeinsam mit der Spuridentität gilt für das Quadrupolmoment Qxx =
Qyy = −Qzz/2 und Qxy = Qxz = Qyz = 0.

Ankreuzbar: 1a, 1b, 2ab, 3ab, 3c
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