
Elektrodynamik I 2020S

8. Tutorium - Lösungen 29.05.2020

8.1 Zylinderförmiger Elektret

a) Im Inneren des Zylinders R < a hat man ρP (~r) = −div ~P (~r) = − 1
R

d
dR (RPR(R)) = − 1

R
d
dR

(
P0

R2

a

)
=

− 2P0

a =: ρ0.
Am Rand des Zylinders R = a gilt: σP = −Div ~P = −~n · ( ~Pa︸︷︷︸

0

− ~Pi) = +PR(R→ a) = P0 =: σ0.

Gesamtladung pro Längeneinheit: qP = πa2 · 1 · ρ0 + 2πa · 1 · σ0 = πa2 · 1 ·
(
− 2P0

a

)
+ 2πa · 1 · P0 = 0.

b) Lösungsweg 1: über das ~E Feld
div ~E(~r) = 4π(ρ(~r)︸︷︷︸

0

+ ρP (~r)), rot ~E(~r) = ~0.

Aus Symmetriegründen: ~E(~r) = ER(R)~eR.
Im Inneren gilt (Integration über Zylinder ZR mit Radius R):∫
F (ZR)

~E · d~f = 4π
∫
ZR

ρP (~r)d3r,

mit ~E = ER(R)~eR und d~f = Rdϕdz~eR erhält man:

2π · 1 · ER(R)R = 4π
∫
ZR

ρP (~r)d3r =

{
4π · πR2 · 1 · ρ0 fürR < a,

0 fürR > a.

→ ER =

{
−4πP0

R
a fürR < a,

0 fürR > a.

Daraus folgt ~D(~r) = ~E(~r) + 4π ~P (~r) =

{
−4π ~P (~r) + 4π ~P (~r) fürR < a,
~0 +~0 fürR > a.

~D(~r) = ~0 innen und außen.
Lösungsweg 2: über das ~D Feld
R < a: div ~D(~r) = 4πρ(~r) = 0, rot ~D(~r) = rot ~E(~r)︸ ︷︷ ︸

~0

+ 4πrot~P (~r)︸ ︷︷ ︸
~0

= ~0

R > a: div ~D(~r) = 4πρ(~r) = 0, rot ~D(~r) = rot ~E(~r) = ~0 (auch keine Quellen und Wirbel von ~D im
Unendlichen)
R = a: Div ~D = 4πσ = 0, Rot ~D = Rot ~E(~r)︸ ︷︷ ︸

~0

+ 4πRot~P (~r)︸ ︷︷ ︸
~0

= ~0.

⇒ ~D(~r) = ~0 im ganzen Raum ⇒ ~E(~r) = ~D(~r)− 4π ~P (~r) = −4π ~P (~r) =

{
−4πP0

R
a ~eR fürR < a,

~0 fürR > a.

8.2 Kreisförmige Plattenkondensatoren

a) Wegen d� R0 können Randeffekte vernachlässigt werden: ~D, ~E, ~P besitzen nur eine z-Komponente, σ,
σP sind homogen auf den Metallplatten, ρP hängt nur von z ab.
Die freie Flächenladungen liegen bei z = 0 und z = d: σ(z = d) = Q/(πR2

0), σ(z = 0) = −Q/(πR2
0).

Es ist zweckmäßig, zuerst ~D zu berechnen: Div ~D = 4πσ, div ~D = ∂zDz(z) = 4πρ = 0 innen und außen. Somit
ist das ~D-Feld im Dielektrikum homogen. An der obere Platte gilt Div ~D = ~n · ( ~Da︸︷︷︸

0

− ~Di︸︷︷︸
Dz

) = 4πσ = 4Q/R2
0.

Somit gilt ~D(~r) = −4Q/R2
0~ez im Dielektrikum.

Weiters gilt ~E(~r) = Ez(z)~ez mit Ez(z) = Dz/ε(z), ~P (~r) = Pz(z)~ez, Pz(z) = χeEz(z) = ε−1
4π Ez(z). Somit
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ergibt sich

Ez(z) = −4Q

R2
0

1

ε0 −∆ε zd
, Pz(z) = − Q

πR2
0

(
1− 1

ε0 −∆ε zd

)
.

b) Freie Flächenladungsdichte σ: siehe (a).
Die Polarisations-Flächenladungsdichte ist gegeben durch σP = −Div ~P = −~n · ( ~Pa︸︷︷︸

0

− ~Pi︸︷︷︸
Pz(d)

). Somit folgt

σP (z = d) = Pz(d) = − Q

πR2
0

(
1− 1

ε0 −∆ε

)
, σP (z = 0) = −Pz(0) =

Q

πR2
0

(
1− 1

ε0

)
.

Die Polarisationsraumladungsdichte ist ρP (z) = −div ~P = −∂zPz(z) = − Q
πR2

0d
∆ε

(ε0−∆ε z
d )

2 im Dielektrikum.

c) Berechne die Kapazität der Anordnung.
Kapazität C = Q/U mit U = φ(z = d)− φ(z = 0). Mit ~E = −gradφ = −∂zφ(z)~ez ⇒

φ(d)−φ(0) = −
∫ d

0

Ez(z)dz =

∫ d

0

4Q

R2
0

1

ε0 −∆ε zd
dz = −4Q

R2
0

d

∆ε
ln
(
ε0 −∆ε

z

d

)∣∣∣∣d
0

= −4Q

R2
0

d

∆ε
ln

(
ε0 −∆ε

ε0

)
.

C =
Q

U
=
R2

0

4d

−∆ε

ln
(

1− ∆ε
ε0

) =
R2

0

4d

∆ε

ln
(

ε0
ε0−∆ε

) .
8.3 Hohlraum in Dielektrikum
a) Es gilt ~D0 = ε ~E0 = ~E0 + 4π ~P0

und somit ~E0 = 4π
ε−1

~P0.
b)Die Feldgleichungen für ~E(~r) lauten:
div ~E(~r) = 0, rot ~E(~r) = ~0, für |~r| 6= a.
Die Stetigkeits- / Randbedingungen lauten:
Eir(r = a, θ) = εEar (r = a, θ),
Eiθ(r = a, θ) = Eaθ (r = a, θ).
(das entspricht Div ~D = 0, Rot ~E = ~0).
Im Unendlichen gilt Ear (r →∞, θ)→ E0 cos θ.

Die Feldgleichungen für φ(~r) lauten:
∆φ(~r) = 0 für |~r| 6= a.
Die Stetigkeits- / Randbedingungen lauten:
∂φi(r,θ)
∂r

∣∣∣
r=a

= ε ∂φa(r,θ)
∂r

∣∣∣
r=a

.
φi(r = a, θ) = φa(r = a, θ).
−∂φ(r,θ)

∂r

∣∣∣
r→∞

→ E0 cos θ.
c)r 6= a: ∆φ(r, θ) = 0.
Im Außenraum gilt: r > a: φ(r, θ) =

∑∞
l=0

(
al
rl+1 + blr

l
)
Pl(cos θ).

Aus −∂φ(r,θ)
∂r

∣∣∣
r→∞

→ E0 cos θ folgt

−∂φ(r,θ)
∂r = +

∑∞
l=0

(l+1)al
rl+2 Pl(cos θ)−

∑∞
l=1 lblr

l−1Pl(cos θ)→ 4π
ε−1P0 cos θ︸︷︷︸

=P1(cos θ)

→ b1 = − 4π
ε−1P0, bl = 0 für l ≥ 2. Die Konstante b0 kann man beliebig setzen, z.B. b0 = 0.

→ φ(r, θ) = − 4π
ε−1P0r cos θ +

∑∞
l=0

al
rl+1Pl(cos θ)

Im Innenraum gilt: r < a: φ(r, θ) =
∑∞
l=0 clr

lPl(cos θ).
Die Stetigkeitsbedingungen bei r = a ergeben:
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Aus φi(r = a, θ) = φa(r = a, θ) folgt:
c0 = a0

a , c1a = − 4π
ε−1P0a+ a1

a2 ,cl = al
a2l+1 für l ≥ 2.

Aus ∂φi(r,θ)
∂r

∣∣∣
r=a

= ε ∂φa(r,θ)
∂r

∣∣∣
r=a

folgt:∑∞
l=1 lcla

l−1Pl(cos θ) = ε
[
− 4π
ε−1P0 cos θ −

∑∞
l=0

(l+1)al
al+2 Pl(cos θ)

]
Koeffizientenvergleich liefert a0 = 0, c0 = 0.
a1 = − 4π

2ε+1a
3P0.

c1 = − 12πε
(2ε+1)(ε−1)P0.

cl = al = 0 für l ≥ 2.
Somit gilt im Innenraum r < a:
φ(r, θ) = − 12πε

(2ε+1)(ε−1)P0r cos θ︸ ︷︷ ︸
z

~E(r, θ) = 12πε
(2ε+1)(ε−1)

~P0.∣∣∣ ~E∣∣∣ = 3ε
2ε+1

∣∣∣ ~E0

∣∣∣ > ∣∣∣ ~E0

∣∣∣, da ε > 1.
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