
10. Tutorium VU Quantentheorie I, 14.01.2011 –
Lösungen

Beispiel 1

In Kugelkoordinaten (siehe auch Beispiel 4) lautet die Wellenfunktion

Ψ (𝑟, 𝜃, 𝜑) =
1

𝑁
(sin(𝜃) cos(𝜑) + sin(𝜃) sin(𝜑) + cos(𝜃)) 𝑟𝑒−(𝑟/𝑎)2

Die ersten vier Kugelflächenfunktionen 𝑌𝑙𝑚 lauten

𝑌00 =

√︂
1

4𝜋
, 𝑌10 =

√︂
3

4𝜋
cos(𝜃), 𝑌1±1 = ∓

√︂
3

8𝜋
sin(𝜃)𝑒±𝑖𝜑

Daraus folgt:

cos(𝜃) =

√︂
4𝜋

3
𝑌10, sin(𝜃) sin(𝜑) = 𝑖

√︂
2𝜋

3
(𝑌11 + 𝑌1−1),

sin(𝜃) cos(𝜑) = −
√︂

2𝜋

3
(𝑌11 − 𝑌1−1)

Also hat die Wellenfunktion in Orts-(Kugelflächenfunktions-)Darstellung die
Form

Ψ (𝑟, 𝜃, 𝜑) =
1

𝑁

√︂
2𝜋

3

(︁
(𝑖− 1)𝑌11 + (𝑖 + 1)𝑌1−1 +

√
2𝑌10

)︁
𝑟𝑒−(𝑟/𝑎)2

Da hier nur 𝑙 = 1 auftritt lautet der einzig mögliche Messwert für �⃗�2 :
~2𝑙(𝑙 + 1) = 2~2. Für 𝑚 sind die Werte 𝑚 ∈ {−1, 0, 1} möglich. Die Wahr-
scheinlichkeiten dazu betragen (aufgrund der gleichen Werte der Absolutqua-
drate der Koeffizienten der Kugelflächenfunktionen und der Normierung der
Wahrscheinlichkeit (es tritt sicher ein Messwert auf)) jeweils 1

3
.

Der Erwartungswert für 𝐿𝑧 lautet ⟨𝐿𝑧⟩ = −1 * 1
3

+ 0 * 1
3

+ 1 * 1
3

= 0, die der
anderen Operatoren ergeben sich durch Leiteroperatoren 𝐿𝑥 = 1

2
(𝐿+ + 𝐿−)

bzw. 𝐿𝑦 = 1
2𝑖

(𝐿+ − 𝐿−) und 𝐿± |𝑙𝑚⟩ = ~
√︀
𝑙(𝑙 + 1) −𝑚(𝑚± 1) |𝑙𝑚± 1⟩ und

der Orthogonalität der Kugelflächenfunktionen ebenfalls zu 0:

⟨𝜃𝜑|𝑙𝑚⟩ = 𝑌𝑙𝑚 (𝜃, 𝜑) , ⟨𝐿𝑥⟩ =

⟨
Ψ|1

2
(𝐿+ + 𝐿−) |Ψ

⟩
= ... = 0 = ⟨𝐿𝑦⟩



Beispiel 2

(a)

𝐸𝑅𝑜𝑡 =
𝐿2

2𝐼
=̂
~2𝑙(𝑙 + 1)

2𝜇𝑑2

wobei 𝐿 den Drehimpuls, 𝐼 das Trägheitsmoment, 𝜇 die reduzierte Masse
und 𝑑 den Abstand der Atome bedeutet.

(b)

∆𝐸 =
~2(𝑙 + 1)

𝑑2𝜇
= |𝑙 = 1| = 0.85𝑚𝑒𝑉

(c)

𝜆 =
ℎ𝑐

∆𝐸
= 1462𝜇𝑚



Beispiel 3

Der Einheitsvektor in Richtung der 𝑧′-Achse lautet in Kugelkoordinaten:

�⃗�
′
= (cos(𝜑) sin(𝜃), sin(𝜑) sin(𝜃), cos(𝜃))𝑇

Der Vektor der Drehimpulse (Drehimpulsoperatoren) ist:

�⃗� = (𝐿𝑥, 𝐿𝑦, 𝐿𝑧)

Dadurch ergibt sich die Projektion auf die neue Achse mit

𝐿𝑧′ = �⃗�𝑧′ = cos(𝜑) sin(𝜃)𝐿𝑥 + sin(𝜑) sin(𝜃)𝐿𝑦 + cos(𝜃)𝐿𝑧

Daraus und mit den Leiteroperatoren aus Beispiel 1 folgt für den Erwar-
tungswert bezüglich der neuen Achse:

⟨𝑙𝑚|𝐿𝑧′ |𝑙𝑚⟩ =
1

2
cos(𝜑) sin(𝜃) ⟨𝑙𝑚|𝐿+ + 𝐿−|𝑙𝑚⟩

+
1

2𝑖
sin(𝜑) sin(𝜃) ⟨𝑙𝑚|𝐿+ − 𝐿−|𝑙𝑚⟩ + cos(𝜃) ⟨𝑙𝑚|𝐿𝑧|𝑙𝑚⟩ =

= cos(𝜃)~𝑚



Beispiel 4

Aus der Darstellung des Drehimpulses als

𝐿𝑖 = 𝜖𝑖𝑗𝑘𝑥
𝑗𝑝𝑘 = −𝑖~𝜖𝑖𝑗𝑘𝑥𝑗𝜕𝑘

der Darstellung für Ortsvektor und Gradienten in Kugelkoordinaten

𝑥𝑖 = 𝑟𝑒𝑖𝑟, 𝜕𝑘 = 𝑒𝑘𝑟𝜕𝑟 + 𝑒𝑖𝜃
1

𝑟
𝜕𝜃 + 𝑒𝑖𝜑

1

𝑟 sin(𝜃)
𝜕𝜑

und den Einheitsvektoren in Kugelkoordinaten

𝑒𝑖𝑟 = (cos(𝜑) sin(𝜃), sin(𝜑) sin(𝜃), cos(𝜃))𝑇𝑖

𝑒𝑖𝜃 = (cos(𝜑) cos(𝜃), sin(𝜑) cos(𝜃),− sin(𝜃))𝑇𝑖

𝑒𝑖𝜑 = (− sin(𝜑) sin(𝜃), cos(𝜑) sin(𝜃), 0)𝑇𝑖

folgt durch Einsetzen
𝐿𝑧 = −𝑖~𝜕𝜑

Da die 𝜑-Abhängigkeit der Kugelflächenfunktionen durch einen Faktor 𝑌𝑙𝑚 (𝜃, 𝜑) ∝
𝑒𝑖𝑚𝜑 gegeben ist, folgt unmittelbar

𝐿𝑧𝑌𝑙𝑚 = ~𝑚𝑌𝑙𝑚

(siehe auch Anhang des Skriptums).


