4. Tutorium - Quantentheorie | - 16.11.2012 - Lésung

1. Beweisen Sie unter Verwendung der formalen Operatorgleichung

[A, By Bo] = [A, B1] By + By [A, By

die Beziehung

[A,B"] =Y B"'[A,B|B"", neN

v=1
Was ergibt sich daraus fir die Kommutatoren [ X, P"], [X™, P"| mit m,n € N, wenn
X, P| = ihl gilt?

2. Gegeben sei ein zweidimensionaler komplexer Hilbertraum, fiir den eine Basis durch
zwei orthonormierte Vektoren {|ay),|as)} gegeben ist (Basis der {a}-Darstellung.
Eine weitere Basis des Hilbertraums sei durch folgende Vektoren,

1 . 1 :
by =5 (VBla) = ila) ). Iba) = 5 ((lar) + V3 aa) )
definiert (Basis der {b}-Darstellung)

a) Zeigen Sie, dass die Vektoren |b;),|bs) ebenfalls eine orthonormierte Basis
bilden.

b) Welche Matrizen sind den Ketvektoren |a1),|as),|b1),|bs) in der {a}-
Darstellung zugeordnet?

c) Welche Matrizen sind den Bravektoren (by], (bs| in der {a}-Darstellung

zugeordnet?

d) Berechnen Sie die inneren Produkte (b1]b1), (b1]b2), (b2|b2) in der {a}-
Darstellung.

e) Driicken Sie den unitéren Operator U, der den Basiswechsel |b) = U |a;)

vermittelt durch die Vektoren |a;) , |b;) aus. Welche Matrix ist diesem Operator
U in der {a}-Darstellung zugeordnet?

f) Betrachten Sie den Operator S = |ay) (az| + |az) (a;].
(i) geben Sie die dem Operator S in der {a}-Darstellung zugeordnete Matrix
an. (ii) Berechnen Sie die Spektraldarstellung von S.



3. Betrachten Sie einen unendlich tiefen Potentialtopf im Bereich z = [0, L]. Die
Energieeigenfunktionen |n), welche die stationdre Schrodingergleichung

Hn) = Ey[n)

erfiillt, seien in Ortsdarstellung gegeben durch,

(x|n) = dp(x) = \/E sin(kyx) mit  k, = n%r

a) Schreiben Sie den Hamiltonoperator in bra-ket Formalismus an.
Hinweis: Verwenden Sie dafiir seine Spektraldarstellung

b) Berechnen Sie folgende Erwartungswerte des Ortes 2 und des Impulses p fiir
die n-te Eigenfunktion: (n|x |n), (n| 22 |n), (n|pn), (n|p?|n).

¢) Ermitteln Sie das Unscharfeprodukt Ax - Ap fiur die n-te Eigenfunktion und
iiberprifen Sie, dass die Heisenbergsche Unschérferelation erfillt ist.

d) Wie Sie bereits wissen, ist die Energie fur die stationdren Zustdnde ¢,(x)
genau(scharf) definiert (AE = 0). Nachdem die Energie im unendlich tiefen
Potentialtopf rein kinetisch ist, konnte man argumentieren, dass somit auch der
Impuls scharf definiert sein muss (Ap = 0). Wieso ist dieses Argument offenbar
falsch?

e) Nehmen Sie an, dass Sie viele identische Potentialtépfe vor sich haben in
denen das Teilchen immer im Zustand ¢, (z) prapariert ist (n ist gleich fiir
alle Potentialtopfe). An jedem einzelnen der Potentialtopfe werde nun jeweils
eine Ortsmessung durchgefiihrt. Welche Messergebnisse erhalten Sie bei Ihren
Messungen (i) im Mittel bzw. (ii) am haufigsten?

Zu Kreuzen: 1, 2a-d, 2ef, 3



[A, B"| =[A, B"'B]=[A, B"'|B+B"'[A, B] =
_ ([A, B" B + B"?[A, B]) B+ B"[A, B =
=[A B"?|B*+B"?[A, B|B+ B" (A, B] =

=[A B|B" '+ B[A B|B"?*+...+ B"?|A, B|B+B" ' [A, B

v=1 v=2 v=n—1 v=n

([A, B" % =[A, B"B™?| =[A, B"|B~% 4 B"[A, BQ])

=3 B"'[A, BB

v=1

(X, P => P"UX, PP =>"ih P"'P"Y =ihP" ' n
v=1 v=1 prv—1l-v+n_pn—1

[Xm’ Pn] — _[Pn, Xm] — _ Z Xl/—l [Pn’ X] XMV — Z Xu—l ih Pn—l XMV . p

v=1
_[X7 Pn]



Basis : <b1‘bl> = <b2‘bz> =1 und <bllb2> = <bz’b1> =0

B.: (bi|br) =
=S (Vatal+ il ) 5 (VBla) —ilea) ) =
=[b1)T=(b1]

=1 =0 =0 =1

B.: <b2|b1> =

- (- )Y ) -

=|ba)T=(ba] =[b1)

1 . .
- 1 (\/§ (a1]ar) —i (a1 |az) —3i {az]as) —\/§<a2‘a2>> =0

=1 =0 =0 =1
b)
c)
1 .
<b1| = 2(\/§<a1| +1 <CL2|>
Darstellung bez. {a} : |¢) =x|ay) +ylaz) und (Y| =z (a1| + ¥ (as]
Koordinaten v. (1| gleich Koeffizienten v. (a4|, (as|
@ _ (1 {a})*: V3 i
1 V3
fa} _ (2 _"V©
<b2| - (27 9 )
d)

(#.9) =% @iu

T
(@ = (|x))
(ayy {ahy _ (V32\ (VB2 _ 3, —iygiy 3 i
(b len >_(i/2>'(i/2 >_4+(2)(2)—4 i
@ oy — (V2) (Vi Y 2
Glsy = (337) - () =+ =0

<bz{a} ’b2{a}> =1



e) Basiswechsel durch unitédre Matrix

by = U |a;)

U= la:) (a| T 3 [0;) (b1 =3 (| U [b;) |ai) (bj] = > Usj ) (bl
i g ij f ij
—r Vi

— in {a} — Darstellung:

U= Z|ai) (a;] U Z|aj> (ajl =...= ZUij |as) {ai

S = |ar) (as| + |az) (a1
(i) S in {a} — Darstellung : Matrix

S = Z |a;) (il S Z laj) (a;| = Z |a;) (a;]  mit Sy = (ai] g\%’>

ij

S = (a4 S\aﬁ = (a1]ar) (az]ar) + {ai]az) (a1]ar) = 0
=1 =0 =0 =1

Sap =10 Sz =1 Sor =1
0 1
&V‘Q J

Spektraldarstellung allg:

1 /—
Eigenwert: A\ = -1 — EV =— ( 1)
=f1 -
=|f1)
Ei BA=1 gy = L (1
1genwert: = — = ﬁ 1
=f2 ‘
=|f2)
& 1 -1 1 1
= ) il =(=1)-( 5 ) - -1 1 1 (=]~ 11) =
s=x i ul=cu(y)- (7)) cnra () (1) u
fi W (f1] fo V;, (fol
1 2



3.

a unendlich tiefer Pot.topf: xz € [0, L]

Hn) = Ey[n)
2 , nm
Ortsdarstellung: (x|n) = \/> sin(kyx) mit k, = T
n
H=3"|n)E,(n
b L
. 2 . . L
(n| & |n) = —/ sin(kyx) x sin(ky,z) de = —
L J 2
2 L3 L?
(n| 22 |n) = Z/m?(knx) = -
2 1 0 : .
(n|pln) = —/sm(knx) 92 sin(kyx) de =0 kann nicht komplex sein)
(] 7 [n) = 1242
c
s L 6
Az = <.Z'2> - <33'> = ﬁ - n2m2
Ap = \/{(p?) — (p)° = Tk



