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1. Gegeben sei eine operatorwertige Funktion 𝐹 (𝐴) eines hermiteschen Operators 𝐴,
welche durch eine Potentzreihe darstellbar ist:

𝐹 (𝐴) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑓𝑛𝐴
𝑛 , wobei 𝑓𝑛 ∈ R und 𝐴𝑛 =

𝑛∏︁
𝑖=1

𝐴.

a) Zeigen Sie, dass auch 𝐹 (𝐴) in diesem Fall hermitesch ist.

b) Sind die Eigenvektoren von 𝐴 auch Eigenvektoren von 𝐹 (𝐴)? Wie berechnen
sich die Eigenwerte von 𝐹 (𝐴)?

c) Geben Sie darauf basierend 𝐹 (𝐴) in Spektraldarstellung an.

d) Gegeben sei der Operator 𝑆 bezüglich einer beliebigen Basis {|𝑒1⟩, |𝑒2⟩} ({𝑒}-
Darstellung):

𝑆{𝑒} =

(︂
0 −𝑖
𝑖 0

)︂
.

Berechnen Sie den Operator �̂� = 𝑒𝑆 in der {𝑒}-Darstellung.
Hinweise:

∙ Die Exponentialfunktion eines Operators ist definiert über die Taylorreihe

𝑒𝑆 =
∞∑︀
𝑛=0

1
𝑛!
𝑆𝑛.

∙ Berechnen Sie zunächst Eigenwerte und Eigenvektoren des Operators 𝑆
und Verwenden Sie Ihre Einsichten aus Punkt c).

2. In einem dreidimensionalen komplexen Hilbertraum seien zwei lineare Operatoren
𝐴, �̂� durch ihre Wirkung auf die Vektoren einer orthonormierten Basis
{|𝑒1⟩, |𝑒2⟩, |𝑒3⟩} folgendermaßen definiert:

𝐴|𝑒1⟩ = 𝑎|𝑒1⟩ 𝐵|𝑒1⟩ = 𝑏|𝑒1⟩
𝐴|𝑒2⟩ = −𝑎|𝑒2⟩ 𝐵|𝑒2⟩ = −𝑖𝑏|𝑒3⟩
𝐴|𝑒3⟩ = −𝑎|𝑒3⟩ 𝐵|𝑒3⟩ = 𝑖𝑏|𝑒2⟩
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a) Berechnen Sie die Matrizen 𝐴{𝑒} und �̂�{𝑒} , welche den Operatoren 𝐴 und 𝐵
in der Basis {|𝑒1⟩, |𝑒2⟩, |𝑒3⟩} zugeordnet sind.

b) Zeigen Sie, dass die beiden Operatoren 𝐴 und 𝐵 selbstadjungiert und zuein-
ander kompatibel sind.

c) Bestimmen Sie die Eigenwerte von 𝐴{𝑒} und �̂�{𝑒}, deren Entartungsgrad,
sowie ein Orthonormalsystem {|𝑔1⟩, |𝑔2⟩, |𝑔3⟩} gemeinsamer Eigenvektoren
von 𝐴 und 𝐵.

d) Welche Matrizen 𝐴{𝑔} und �̂�{𝑔} sind den beiden Operatoren 𝐴 und 𝐵 in der
Basis {|𝑔1⟩, |𝑔2⟩, |𝑔3⟩} zugeordnet?

3. Betrachten Sie die Zeitentwicklung einer Wellenfunktion im unendlich tiefen Po-
tentialtopf im Intervall [0, 𝐿] (siehe Beispiel 3 der vorigen Woche). Zum Zeitpunkt
𝑡 = 0 sei die Wellenfunktion gegeben durch (𝑘𝑛 = 𝑛𝜋/𝐿)

𝜓(𝑥, 𝑡 = 0) = 𝐶 [2 sin(𝑘1𝑥) + sin(𝑘2𝑥) + 3 sin(𝑘3𝑥)] . (1)

a) Bestimmen Sie die Normierungskonstante 𝐶.

b) Entwickeln Sie die Wellenfunktion 𝜓(𝑥, 𝑡 = 0) zum Zeitpunkt 𝑡 = 0 in der
Basis der Eigenzustände 𝜑𝑛(𝑥) und berechnen Sie darauf aufbauend die Zeit-
entwicklung von 𝜓(𝑥, 𝑡) für alle Zeiten 𝑡 > 0. Plotten Sie die Zeitentwicklung
von |𝜓(𝑥, 𝑡)|2 für verschiedene Werte von 𝑡 mit dem Computer.

c) Ist die zeitliche Entwicklung von 𝜓(𝑥, 𝑡) periodisch? Gibt es eine Zeit 𝑇 zu
der gilt: 𝜓(𝑥, 𝑇 ) = 𝜓(𝑥, 0)?

d) Nehmen Sie an, dass eine Energiemessung an dem durch die Wellenfunktion
𝜓(𝑥, 𝑡) beschriebenen Teilchen durchgeführt wird. Welche Messwerte können
Sie erhalten bzw. mit welcher Wahrscheinlichkeit werden diese Werte gemes-
sen?

e) Berechnen Sie den Erwartungswert (i.e. den Mittelwert) der Energie für das
Teilchen. Verändert sich dieser Wert mit der Zeit? Interpretieren Sie Ihre
Ergebnisse physikalisch.

Zu kreuzen: 1,2,3


