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10. Operatoren in Bra-Ket-Schreibweise

W) = 3[1) —2i[2) +V33), (1)
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0= ho (1) (] +12) 2] +[3) 3] = 2[1) 3] +713) (1]). (2)
a) Man verwendet die Eigenschaft, dass (¢ |¢) =1

Wlv) = (3(11+2i¢20+v3) (311) - 2112) + V3]3))
— 94443
— 16, (3)
woraus ergibt sich
v =3 (3 —2i12) +V3}3). ()

Zwei Zusténde sind dann orthonormal, wenn gilt (¢ |) = 0. Sei (¢| = a (1| + b (2| 4+ ¢ (3]. Aus der
Orthonormalitat folgt

(¢|) = 3a—2ib+3c
= 0. (5)

Die letzte Gleichung ist unbestimmt, also kann man zwei variable frei wihlen. Zwei M&glichkeiten
sinda=2, c=0und ¢c=—3, b=0
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b) Aus H =Y, |m) (m| H|n) (n = 3, |m) Hy (n] folgt
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Der Operator ist hermitesch aber nicht unitér.
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¢) Man kann entweder die Matrixdarstellung oder die Dirac-Notation verwenden
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= ?:(9+4+3 3iv/3 + 3iV3)

— . 9)

(W[ H[y) = ( (1] + 2 2|+\/_<3|) (1) (1 4 12) 2 +13) (3] = 2 [1) (3] +213) (1]) x
3

Da schon die normierte Wellenfunktion beriicksichtigt wurde, aus (¢ |¢) = 1 folgt

(V[ H [¢)

wiey (10)

d) Aus Gleichung (8) folgt fiir die Eigenwerte und die entsprechenden normierten Eigenvektoren von H
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/\1:0:>’01>:E EZ , )\th(,d:>|’l}2>: é s )\3:27?,&):>|’03>:E (3 7(11)
oder umgeschrieben in der {|1),|2),|3)}-Basis
1 :
|v1) = E(IU —i3)), fua) =(12)), [vs) = 7(|1> +i3)). (12)

Jetzt kann man einfach die unitdre Transformation aus Gleichung (12) ablesen (“eleganter” gesagt
ist U die Matrix der Eigenvektoren (normierten) in dieser Basis U = (|v1) , |v2) , |v3)))

1 0 L
V2 V2
v=[0 1 0 |, (13)
B0
woraus folgt
1 1 0 ¢
Ul=—10+v2 0 |. (14)
V2 1 0 —
In Dirac-Notation lautet die unitire Transformation (in beiden Basen)
U = == (10 (14 VEI2) 2l +13) (31— i11) 3 +13) {11) (15)
V2
= Jor) (1] + [v2) (2| + |vs) (3], (16)
und
1
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U = 5 (1011 VEP2) (2= 13) 31+ 1 61+ 13) 1) 17)
= 1) (o] +12) (v +[3) (vs], (18)

wobei eine Transformation von der Basis {a;} in die Basis {b;} als Formel U = ) |b;) (a;| geschrieben
ist.



e) Aus ) =3, |n) (n|¢) folgt

) = ((3+zf) o) — 2iv/2 [vs) + (3—2'\/3) yvg>). (19)
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f) Die moglichen Energiemesswerte sind die Eigenwerte des Hamilton-Operators, bzw. 0, fuw, 2fiw. Die
Wahrscheinlichkeit fiir eine Messung fiir eine Moglichkeit ist gegeben durch

P, = [(n|). (20)
Aus der obigen Formel ergibt sich
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Kontrolle
3 1 3
Pb+P+P = §+Z+§
= 1L (24)

Viz) = 2", neN, (25)

ot (ih)" —] Y(p) = EY(p). (26)



a) Multipliziert man die basisunabhéngige Schridingergleichung (in einer Dimension) mit (p| von links

und fiigt eine vollstandige 1 auf der rechten Seite der Gleichung

WHW) = /dp' (o H|p) (| 9)

= EY(p).
Fiir den Hamilton-Operator in der Impulsdarstellung gilt
P
/dp’ <p!H|p'><p’\w>=/dp’ <p o TV (@) p’> P 1),

wobei folgt sofort aus (p|p|p’) = pd (p — p')
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Fiir das Potential fiigt man noch zwei vollstindige 1 und verwendet (z|p) =
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\/ﬁ e”™M und (z |V (z)|2') =V (2') 6 (v — 2')
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Wenn man in das Integral einsetzt, fithrt das zu

Ey(p) = /dp’ [p—5(p—p’)+(ih)" d—gé(p’—p)] Y (p')
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b) Die Schrodingergleichung lautet jetzt (fiir V (z) = yx)

Umformung liefert
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Nach Integration iiber dp
: 3
i [p .
In (¢ (p)) = a(——Ep> +C, (34)
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¢) Man verwendet die Definition der Delta-Funktion ¢ (E — E') = Y(xn) [ dp exp [®E-E")/5]. Dann
ergibt sich

oo 00 r o 3
/_ dp¥p (p) Ve () = |O|2/_ dp exp h—j <é)_m — Ep)

o0

was ist dquivalent mit

wobei C' = eC.

= o / dp exp | L (E - EY)

= 7|C|2/ dp exp %(E—E')

! L [=
= dp exp

p ,
o N 7 (E—FE (36)

Aus der letzten Gleichung folgt |C| = \/21717

Abbildung 1: Wellenfunktion ¢ (z) im Rampenpotential V (z) = —yz, E = 0.



12. Hermitizitat, Zeitentwicklungsoperator

A a\T AL A
a) Man verwendet (AB) = BTAT.
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Es gilt (A-A-...-A> — AT At. . AT=A.A.....A Daraus folgt

(37) = ZO -
e“i.

AeM ist hermitesch und nicht unitéar.
o oM

Daraus folgt

oo A (—iAf
(39) = ( - )
n=0
_ e—z’AA‘
™M gt nicht hermitesch und unitér.
o i|) (Y]
i) W = @) (@)
= —i ()" (1))
= —ily) (¥
i|¥) (1] ist antihermitesch und nicht unitér.
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[A,B] = (AB—BA)
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121, f)’] ist antihermitesch und nicht unitér.

B
- (4B} (43
{fl, B } ist hermitesch und nicht unitér.

b) Man fiigt eine vollstdndige 1, Y |n) (n| in den Zeitentwicklungsoperator ein, wobei |n) die Eigen-
funktionen von H sind

Ut) = e
= D> e i n)(n|
= Y e i Bt n) (n]. (44)

Fiir die Zeitentwicklung von |¢)) = (0) +¢|1) — 2|2) erhdlt man

(1) = U)W
= Y e i ) (n] |v)

= R 0) 4 iemh A1) — 20 B p2). )



