2. Prifung VU Quantentheorie I, 25.01.2015

1. (18 Punkte) Betrachten Sie ein gebundenes Elektron in einem Wasserstoffatom,
beschrieben durch folgende Schrodingergleichung
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a) ergdnzen Sie in obiger Gleichung das Coulombpotential V' (r) und driicken Sie
die relative Masse p sowie die Relativkoordinaten 7 durch die jeweiligen Massen
des Elektrons und des Kerns (m., My) und deren Positionen (7¢,ry) aus (ohne
Rechnung).

b) Leiten Sie iiber einen Separationsansatz die relevante Gleichung fiir den
Radialanteil R(r) der Wellenfunktion 1 (r, 6, ¢) her.

c¢) Formen Sie die Gleichung aus b) durch geeignete Transformation auf ein Sturm-
Liouville Eigenwertproblem fiir die Funktion u(r) um. Lesen Sie aus dieser
Gleichung den Bohrschen Radius ay ab und schreiben Sie diesen explizit an.

d) Der Losungsansatz fir diese Funktion lautet:

u(r) = exp(— atl Z a; rt,

wobei wir gefunden haben, dass o = [ und

k(l+i+1)—1/ag

40+ 1)i+i(i+ 1)
Wofiir steht in diesem Ansatz die Variable k7 Betrachten Sie weiters
das asymptotische Verhalten dieser Zwei-Term-Rekursionsbeziehung und
argumentieren Sie warum die Rekursion abgebrochen werden muss. Leiten
Sie aus der Abbruchbedingung ab, welche Werte die Energie- oder
Hauptquantenzahl n annehmen kann. Was ist die Beziehung zwischen n und
der Drehimpulsquantenzahl [? Bestimmen Sie auch die Bindungsenergien F,,
des Elektrons.

iy = 2 a;

2. (17 Punkte) Zum Zeitpunkt ¢ = 0 befindet sich ein harmonischer Oszillator mit
Eigenfrequenz w, Masse m und Eigenzustdnden |n) im kohdrenten Glauberzustand

Pt = szln

a) Bestimmen Sie die Normierungskonstante C(vereinfachen Sie dazu die
auftretenden Summenausdriicke)

b) Berechnen Sie den Zustand |®,(t)) des harmonischen Oszillators fiir einen
beliebigen Zeitpunkt ¢ > 0. Zeigen Sie, dass sich dieser Zustand in der Form

[a(t)) = e3[Ry (t = 0))

schreiben lasst und bestimmen Sie den Ausdruck fiir a(t)

Bitte auch die Riickseite beachten!



c)

d)

Zeigen Sie explizt, dass dieser Zustand |®,(t)) zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0
Eigenzustand des Absteigers a mit Eigenwert «(t) ist.

Zeigen Sie, dass der quantenmechanische Erwartungswert (&, (¢)| p |P,(t)) des
Impulses dem klassischen Impuls p(t) = D sin(wt — J) entspricht. Wie hangen
die komplexe Zahl @ und der Parameter ¢ zusammen (siehe Hinweise am Ende
des Beispiels).

Angenommen, Sie wollen einen klassischen harmonischen Oszillator mit
Eigenfrequenz w moglichst gut mittels eines Glauberzustandes |®,(%))
beschreiben. Finden Sie einen moglichen komplexen Wert fiir a # 0 in Threr
quantenmechanischen Beschreibung, wenn als Anfangsbedingung fiir den Impuls

des klassischen Oszillators p(t = 3-) = 0 bekannt ist.

Hinweise: =2 (d + dT) , = —i% (@ _ aT)

mit 350:«/% , Po = vV hmw

3. (15 Punkte) Der Spinoperator des Elektrons der Masse m und Ladung e~ kann
in einer beliebigen Raumrichtung 7 als S; = h/2 (7 - &) dargestellt werden, wobei
o; (i € {z,y,2z}) die Paulimatrizen sind (siche Hinweis am Ende des Beispiels).
Der Einheitsvektor in Kugelkoordinaten ist durch die Winkel 6, ¢ folgendermafien
bestimmt: 7 = (sin(9)003(¢), sin(0)sin(¢), 003(6)).

a)

b)

Berechnen Sie explizit die Eigenwerte und dazugehorigen normierten
Eigenzustiande von S; (in der S,-Eigenbasis)

der Elektronenspin befinde sich nun in dem FEigenzustand von S; mit dem
maximalen Figenwert. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung
der z-Komponente des Spins an diesem Zustand den Wert +4/2 zu erhalten?
Stellen Sie den Hamiltonoperator H eines Elektronenspins mit Hilfe des

Spinoperators S5 dar, wenn sich der Spin in einem Magnetfeld B=B-i
befindet (siche Hinweise am Ende des Beispiels)

schreiben Sie nun auf Basis des Hamiltonoperators von ¢) die
Schrodingergleichung fiir die Bewegung des Elektronenspins im Magnetfeld
B = B i an und bestimmen Sie deren allgemeine zeitabhangige Losung (die
auftretenden Entwicklungskoeffizienten miissen nicht bestimmt werden).

Hinweise: Die Paulimatrizen lauten:

Verwenden Sie zur Vereinfachung IThrer Rechungen die Larmorfrequenz w; =
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sie konnen folgende trigonometrische Beziehungen in Thren Rechnungen verwenden:

cos(0) = cos?*(&) — sin*(4) sin(6) = 2 sin(4) - cos(%)



