
11. Tutorium VU Quantentheorie I, 15.01.2016

1. Untersuchen Sie ein Wassersto�atom, dessen Zustand zu einem bestimmten Zeit-
punkt 𝑡0 durch die elektronische Wellenfunktion |𝜓⟩ beschrieben wird,

|𝜓⟩ = 𝐴
[︁
2 |1 0 0⟩+ 4 |2 1 1⟩ − 𝑖 |2 1 0⟩+

√
10 |2 1 −1⟩+ (1− 2𝑖) |3 2 1⟩

]︁
,

wobei |𝑛 𝑙 𝑚⟩ die orthonormierten Energieeigenfunktionen des Wassersto�atomes
bezeichnen. Normieren Sie |𝜓⟩ und berechnen Sie für den Zeitpunkt 𝑡0:

a) die Wahrscheinlichkeit, bei der Messung der Energie den Messwert
𝐸𝑛 = − ~2

2𝑚𝑎20

1
𝑛2 (𝑛 ∈ N) zu erhalten.

b) den Erwartungswert der Energie.

c) die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung des Bahndrehimpulsquadrates den
Messwert 𝑏𝑙 = ~2 𝑙(𝑙 + 1) für beliebiges 𝑙 ∈ N0 zu �nden.

d) die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung der 𝑧-Komponente des Bahndreh-
impulses den Messwert ~ zu erhalten,

e) den Erwartungswert der 𝑧-Komponente des Bahndrehimpulses.

f) Berechnen Sie auÿerdem die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung des Mess-
gröÿenpaares {𝐸,𝐿2} das Messwertpaar {−~2/(8𝑚𝑎20), 2~2} zu �nden.

g) Überlegen Sie, was man für die in (a) bis (f) errechneten Gröÿen erhält, wenn
als Messzeitpunkt nicht 𝑡0, sondern 𝑡 > 𝑡0 gewählt wird (keine Rechnung
erforderlich).

2. Gegeben sei ein wassersto�ähnliches Ion mit Kernladungszahl 𝑍 und nur einem ge-
bundenen Elektron im Grundzustand. Zum Zeitpunkt 𝑡 = 0 verändert sich plötzlich
die Kernladungszahl auf Grund einer nuklearen Reaktion (𝛽-Zerfall): 𝑍 → 𝑍 + 1.
Die Wellenfunktion des Elektrons ändert sich während dieser (schnellen) Reaktion
zunächst nicht. Wie groÿ ist die Wahrscheinlichkeit das Elektron nach der Kern-
reaktion im Grundzustand des Ions mit der erhöhten Kernladungszahl zu �nden?

Hinweis: Die Energieeigenfunktionen 𝜓𝑍
𝑛𝑙𝑚(𝑟, 𝜃, 𝜑) = 𝑅𝑍

𝑛𝑙(𝑟)𝑌
𝑚
𝑙 (𝜃, 𝜑) und die da-

zugehörigen Eigenenergien 𝐸𝑍
𝑛 eines wasserstoffähnlichen Ions können dabei als

bekannt angenommen werden:

𝑅𝑍
𝑛𝑙(𝑟) =

√︃(︂
2𝑍

𝑛𝑎0

)︂3
(𝑛− 𝑙 − 1)!

2𝑛[(𝑛+ 𝑙)!]3
𝑒
− 𝑍𝑟

𝑛𝑎0

(︂
2𝑍𝑟

𝑛𝑎0

)︂𝑙

𝐿2𝑙+1
𝑛−𝑙−1

(︂
2𝑍𝑟

𝑛𝑎0

)︂
𝐸𝑍

𝑛 = −
(︂
𝑍2~2

2𝑚𝑒𝑎20

)︂
1

𝑛2
, 𝑎0 =

~2

𝑚𝑒𝑒2



3. Betrachten Sie die stationären Eigenzustände |𝑛 𝑙𝑚⟩ des Wassersto�atoms.

a) Das Wassersto�atom be�nde sich im angeregten Zustand mit 𝑛 = 4 . Bestim-
men Sie die Frequenz bzw. Wellenlänge des Photons, das beim Übergang in
den Grundzustand emittiert wird. In welchem spektralen Bereich liegt die Fre-
quenz? Hängen ihre Ergebnisse von den Quantenzahlen 𝑙 und 𝑚 ab? Warum
(nicht)?

b) Besitzen die Eigenzustände |𝑛 𝑙𝑚⟩ des Wassersto�atoms ein elektrisches Di-
polmoment? Berechnen Sie dazu den Erwartungswert ⟨𝑛 𝑙𝑚| 𝑑 |𝑛 𝑙𝑚⟩ mit
𝑑 = −𝑒�⃗�. Hinweis: Stellen Sie Überlegungen zur Parität der auftretenden
Ausdrücke an.

4. Betrachten Sie das Wassersto�atom im Grundzustand |1 0 0⟩. Veranschaulichen
Sie die Wellenfunktion bzw. die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte des Zustands
graphisch. Wo ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des gebundenen Elektrons am
gröÿten? Berechnen Sie auÿerdem:

a) den Erwartungswert und die Unschärfe des Abstandes des Elektrons vom
Atomkern,

b) den wahrscheinlichsten Wert dieses Abstandes,

c) die Wahrscheinlichkeit, das Elektron in einem Abstand 𝑟<𝑎0 anzutre�en und

d) die Wahrscheinlichkeit, das Elektron im oberen Halbraum 𝑧 > 0 anzutre�en.

Hinweise: ∫︁ ∞

0

d𝜌 𝜌𝜈𝑒−𝛽𝜌 =
𝜈!

𝛽𝜈+1
, 𝜈 ∈ N0, 𝛽 ∈ R+

∫︁
d𝜌 𝜌2𝑒−𝛽𝜌 = −

[︂
𝜌2

𝛽
+

2𝜌

𝛽2
+

2

𝛽3

]︂
𝑒−𝛽𝜌 + 𝐶
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