
2. Tutorium VU Quantentheorie I – Lösungen, 23.10.2015

1. ∙ 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
√︁
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0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑥, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝐿𝑦, 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐿𝑧, 𝑛𝑥, 𝑛𝑦, 𝑛𝑧 ∈ N+

∙ 𝐸 = 𝐸𝑥 + 𝐸𝑦 + 𝐸𝑧 = ~2𝜋2
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Abhängig von den konkreten Werten für (𝐿𝑥, 𝐿𝑦, 𝐿𝑧) kann es zur Entartung
kommen, d.h. unterschiedliche Kombinationen von Quantenzahlen (𝑛𝑥, 𝑛𝑦, 𝑛𝑧)
führen zur selben Gesamtenergie. Wenn dieser Fall eintritt, lässt sich ein Ei-
genzustand nicht mehr eindeutig über seine Energie identi�zieren.

2. a) 𝜓(𝑥0−) = 𝜓(𝑥0+) = 𝜓(𝑥0), 𝜓
′(𝑥0−) = 𝜓′(𝑥0+) = 𝜓′(𝑥0)

Im Grenzfall 𝑉0 → ∞ wird die Schrödingergleichung nur mehr im Bereich
𝑥 < 𝑥0 gelöst. Am Rand des De�nitionsbereichs muss 𝜓(𝑥0) → 0 gelten.

b) 𝜓(𝑥0−) = 𝜓(𝑥0+) = 𝜓(𝑥0), 𝜓
′(𝑥0−) = 𝜓′(𝑥0+) − 𝑉0

2𝑚
~2 𝜓(𝑥0)

3. ∙ Es existiert nur ein gebundener Zustand zur Energie 𝐸 = −~2𝐷2

2𝑚
.

∙ 𝜓(𝑥) =
√
𝐷𝑒−𝐷|𝑥|

4. a) Es existiert ein gebundener Zustand für den Fall 𝐸 < 0 falls die transzendente

Gleichung 𝑘 = 𝐷(1− 𝑒−2𝑘𝑙) eine nichttriviale Lösung 𝑘 > 0 hat (𝑘 =
√︁

~2|𝐸|
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).

Vergleicht man die Steigung der linken und rechten Seite der analytisch nicht
lösbaren Gleichung im Punkt 𝑘 = 0 erkennt man, dass diese Lösung genau
dann existiert wenn 𝑙 > 1

2𝐷
gilt.

b) Wegen 𝑘 < 𝐷 wird die Energie 𝐸 = ~2𝑘2
2𝑚

des gebundenen Zustands durch die
Wand gröÿer (d.h. weniger negativ), der Zustand ist also schwächer gebunden.

Für groÿe 𝑙 �ndet man näherungsweise 𝐸 ≈ −~2𝐷2
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)︀2
(1. Schritt

einer Fixpunktiteration 𝑘𝑛+1 = 𝐷(1 − 𝑒−2𝑘𝑛𝑙) zum Startwert 𝑘0 = 𝐷). Im
Grenzfall 𝑙 → ∞ erhält man das Resultat aus Beispiel 3, 𝐸 = −~2𝐷2

2𝑚
.

c) Für die Energie des Bindungszustands gilt: 𝐸(𝑙) = −~2𝑘(𝑙)2
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Die Wellenfunktion lautet:

Ψ(𝑥) =

{︂
𝐴
(︀
𝑒𝑘𝑥 − 𝑒−2𝑘𝑙 · 𝑒−𝑘𝑥

)︀
𝑥 ≤ 0

𝐴
(︀
1 − 𝑒−2𝑘𝑙

)︀
𝑒−𝑘𝑥 𝑥 > 0

𝐴 =
√︁

𝑘
1−𝑒−2𝑘𝑙(1+2𝑘𝑙)

, bzw. nach Einsetzen der Bedingung für 𝑘:

𝐴 =
√︁

𝐷
1+𝑘𝑙−𝑘𝑙 coth(𝑘𝑙)



Um für 𝐷 = 1 eine numerische Lösung für die Energie (bzw. 𝐸𝑚
~2 ) und die Wel-

lenfunktion 𝜓(𝑥) als Funktion von 𝑙 zu �nden, ist es also lediglich erforderlich
die Gleichung 𝑘 = (1 − 𝑒−2𝑘𝑙) für verschiedene 𝑙 zu lösen und das gefundene
𝑘(𝑙) dann in den Ausdruck für 𝐸 und 𝜓(𝑥) einzusetzen. Dazu gibt es viele
Möglichkeiten: (i) Die Funktionen 𝑘 und 1 − 𝑒−2𝑘𝑙 plotten (z.B. mit gnuplot)
und den Schnittpunkt ablesen, (ii) systematisches �Ausprobieren� für welche
Werte die Gleichung näherungsweise erfüllt wird (Bisektion), (iii) Fixpunk-
titeration, (iv) Newton-Verfahren, . . . , usw. Alternativ lässt sich die Lösung
natürlich auch mit einem Softwarepaket wie Mathematica, Maple oder Mat-
lab schnell �nden.
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Abbildung 1: 𝐸(𝑙) · 𝑚
~2
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Abbildung 2: 𝜓(𝑥) für 𝐷 = 1 und verschiedene Werte für 𝑙 und 𝑘(𝑙)


