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1. a) Aus (𝐴†)𝑛 = 𝐴𝑛 und 𝑓 *
𝑛 = 𝑓𝑛 folgt die Hermitizität jedes Summanden der

Potenzreihe und somit der Funktion 𝐹 (𝐴).

b) 𝐴 |𝑎𝑖⟩ = 𝑎𝑖 |𝑎𝑖⟩
⇒ 𝐹 (𝐴) |𝑎𝑖⟩ =

∞∑︀
𝑛=0

𝑓𝑛𝐴
𝑛 |𝑎𝑖⟩ =

∞∑︀
𝑛=0

𝑓𝑛𝑎
𝑛
𝑖 |𝑎𝑖⟩ = 𝐹 (𝑎𝑖) |𝑎𝑖⟩

⇒ Eigenvektoren |𝑎𝑖⟩ von 𝐴 sind Eigenvektoren von 𝐹 mit Eigenwerten 𝐹 (𝑎𝑖).

c) 𝐹 (𝐴) =
∑︀
𝑖

|𝑎𝑖⟩𝐹 (𝑎𝑖) ⟨𝑎𝑖|

d) In der Matrixdarstellung von 𝑆 lässt sich leicht zeigen, dass 𝑆2𝑛+1 = 𝑆 und
𝑆2𝑛 = 1, mit 𝑛 ∈ N gilt. Damit kann man bei der Potenzreihe der Expo-
nentialfunktion in den geraden und ungeraden Potenzen jeweils 1 bzw. 𝑆
herausheben und erhält:

�̂� = 1 cos𝛼 + 𝑖𝑆 sin𝛼 , bzw. �̂�
{𝑒}→

(︂
cos𝛼 − sin𝛼
sin𝛼 cos𝛼

)︂
Das Eigensystem des Operator 𝑆 ist

|𝑠+⟩
{𝑒}→ 1√

2

(︀
𝑖
1

)︀
, |𝑠−⟩

{𝑒}→ 1√
2

(︀−𝑖
1

)︀
, wobei 𝑆 |𝑠±⟩ = ± |𝑠±⟩.

Wie in Aufgabe (a) gezeigt gilt nun auch �̂� |𝑠±⟩ = exp(𝑖𝛼𝑆) |𝑠±⟩ = exp(±𝑖𝛼) |𝑠±⟩.
Einsetzen in die Spektraldarstellung liefert wieder:

�̂�
{𝑒}→

(︂
cos𝛼 − sin𝛼
sin𝛼 cos𝛼

)︂

2. Anwenden des Zeitenwicklungsoperators liefert |𝜓(𝑡)⟩ = 𝑒−
𝑖𝜔𝑡
2

√︁
2
3
|0⟩−𝑒− 3𝑖𝜔𝑡

2

√︁
𝑖
3
|1⟩.

Mit der Darstellung der Operatoren als Erzeuger und Vernichter (siehe Skriptum)

erhält man mit 𝑥0 =
√︁

~
𝑚𝜔

: ⟨�̂�⟩ = −2
3
𝑥0 sin(𝜔𝑡), ⟨𝑝⟩ = −2

3
~
𝑥0

cos(𝜔𝑡),
⟨
�̂�
⟩
= 5~𝜔

6

3. Mithilfe von �̂� |𝜑𝛼(𝑡)⟩ = 𝛼(𝑡) |𝜑𝛼(𝑡)⟩ bzw. ⟨𝜑𝛼(𝑡)| �̂�† = ⟨𝜑𝛼(𝑡)|𝛼* erhält man mit
𝛼 = |𝛼|𝑒𝑖𝛿 :

a) ⟨�̂�⟩ =
√
2𝑥0|𝛼| cos(𝜔𝑡− 𝛿), ⟨�̂�2⟩ = 𝑥2

0

2
(4|𝛼|2 cos2(𝜔𝑡− 𝛿) + 1)

b) ⟨𝑝⟩ = −
√
2~
𝑥0

|𝛼| sin(𝜔𝑡− 𝛿), ⟨𝑝2⟩ = ~2
2𝑥2

0
(4|𝛼|2 sin2(𝜔𝑡− 𝛿) + 1)

c) 𝜎𝑥 · 𝜎𝑝 = ~
2

4. Mithilfe der Rechnungen aus (a)�(c) erhält man (siehe Skriptum):

|𝜑𝛼(𝑡)|2 = 1
𝑥0

√
𝜋
𝑒
− (𝑥−|𝛼| cos(𝜔𝑡−𝛿)𝑥0

√
2)2

𝑥20


