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Jedem bekannt sind beispielsweise Vektoren ✓ = 43)
oder

u = (§). Das sind 3 -Tupel über den Körper I R .
Betuchte z . B .

u m =L!!!)-31, zu

🙁😐

=/! ), u s w . . .
Allgemeiner: E i n Vehtorraum über e i n Körper K i s t

e i n e Menge V z u s a m m e n m i t z w e i Operationen t : K V → V

u n d - : K W → ✓
,
welche folgende Ax iom erfüllen.

Assoziativ- 41) u r (usw) = Inter) t u n w i r , w C -✓

42) 7 0 E U m i t unto = O t v = e r

431 V . v f inverses Element - e r m i t u r t e r ) = f u h r - 0
A-4) u m = ✓ + ~

Distributor-
{C.

1 1 a . (u to ) = a u r a s t r e k , u m c -✓
Gesetze

c .2 ) ( ++ ß) v = n u r ß v HER
(3) Laßl-v = a l te r )Assoziation

g.4) 7 A e k m i t 1 - e r = 0



2 . Der N-dim Hilbertraun K v i n Dirac-Notation
-

E in N-dim Hilbertraum Ku ist e i n Vektorraum ü b e r
den Körper 6 , gepaart m i t einem skalarprodukt R u t h → 6 ,
d e r vollständig bezüglich der v o n Skatern induzierten Norm ist.
2 d e r Atac-Notation schreiben w i r Vektoren a l s

47,197,177,1

💔

ERN . Wegen d e r Ar iane g i l t
147494 E HN

, X I V ) C -Hu m i t A E C , u s w . . .

Das Skalarprodukt schreiben w i r a l s La t te> C-6 ,
wobei e s folgende Eigenschaften erfüllt:
(a) L A N D 7 0 u n d 4 1 4 7 = 0 ⇐ 1 4 7 0

④ Se i 147 = M I T 1 7 7 , dann g i l t

t o l l

💔

= C o l l e t t 4 1 7 7
(c) Se i 4 7 = a l t )

,
dann gi l t Collet) = Holte)

(d) 4 9 7 = h e

💔

* (bomplex konjugiert)

Anmerkungen:
- -

① Wegen Id) g i l t für 1 4 7 a m :

4 4 3 = i d e l
⇒ skalarprodukt ist antil inear i m ersten u n d

l i n e a r i m zweiten Argument.

② M i t dem Skalarprodukt können w i r e i ne Norm

definieren:
11

💔

1 1

= L U F T



13) schwarzabe Ungleichung:KHMIEIIHSH.lt/es//Dreiednwyleiduy:-
IHmsH-HiesII1ElllNtM7l/E

1/14/1-1/41
141 W i r n e n n e n 4 ) und 4 ) orthogonal, w e n n

↳ IN-0.

(5) E s existiert e i n vollständiges Orthonormalsystem

{led,..., l e i } , auch Orthonormalbasis genannt, wobei

gilt Leilej) = Sj . E in beliebiger Vektor 1

ist immer darstel lbar a l s

↳ = §, C i l e i t
,

E - c - E

u n d e s folgt
h e j l

💔

=

¥14 Legte;) = Cj
-

Sji

(6) Jeder abstrakte Vektor 147 C-K v l ä ss t sich

konk re t a l s Spaltenvektor i n 6 N darstellen.

Se i 147 = ¥.ci/eiY, dann i s t Spaltenvelirr

i n dieser Basis
e r

durch /!) gegeben.

Beispiel:

1

💔

=
3 . 2 kH z

😉

l e i t bloß ←

☹😐

)



3. Der Dualraum m i t „bra-Vektoren"
-

W i r kennen n u r 147 als Vektoren u n d L o t i a ls

Skaberprodukt. W i r können aber auch d em Objekt 6 1

e i n e sinnvolle Bedeutung geben, i n dem w i r e s als l ineare

Funktion F p : & → ¢ auffassen welche Vektoren auf komplexe
Zahlen abbildet: t o l l

💔

E

4 1 (HI) C- ¢
e -

"Ltd angewendet auf 147"

W i r definieren diese Funktion w a r a ls das bekannte Shader-

produkt: t o l l

💔

) :

= Lot te> , sodass w i r schreiben können:

Coll (HI) = L o t t i
- -
Ld l angewendet auf 147 = Skalarprodukt zwischen lösund 1 4 7

Da diese Funktionen Lot selbst wieder d ie Axiom

e i n e s Vektorrauns erfüllen,wird dieser Vehtörraum der

Dua l raum HÖ genannt. E s besteht u m e i n e

e i n - e i n d e u t i -Zuordnung zwischen K v und H i t :

K v → seit

"Met-Vektor" 147 C - "bra-Vektor" L H

147 = alloßrß ← H I = F a d t rotzt

- r a u m µ


