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1. (a) Zustandssumme für N = 1

ZK(m,T, 1) = Sp
(

e−βH
)

= exp

[

−
1

2
βJm2 + µβmJ

]

+ exp

[

−
1

2
βJm2 − µβmJ

]

= 2 exp

[

−
1

2
βJm2

]

cosh [µβmJ ]

Zustandssumme für N

ZK(m,T,N) = 2N exp

[

−
1

2
βNJm2

]

coshN [µβmJ ]

Freie Energie :

F (m,T,N) = −kBT lnZK(m,T,N)

= −NkBT

(

ln 2−
1

2
βJm2 + ln (cosh [µβmJ ])

)

=
1

2
NJm2 −NkBT (ln 2 + ln (cosh [µβmJ ]))

(b) Freie Enthalpie im Nichtgleichgewicht

g(m,B, T,N) =
1

2
NJm2 −NkBT (ln 2 + ln (cosh [µβmJ ])) +NmB

Zusätzliche Information� �
Legendre-Transformation :
Gleichgewichtsbedingung

∂g

∂m
= 0 → m = m(B, T,N)

Freie Enthalpie im Gleichgewicht

G(B, T,N) = g(m(B, T,N), B, T,N)
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Taylor-Entwicklung
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∂4g

∂m4
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m=0

m4+· · ·

g(0, B, T,N) = −NkBT ln 2

dg

dm
= NJm−NµJ tanh [µβmJ ] +NB →

dg

dm
(0, B, T,N) = NB

d2g

dm2
= NJ−Nβ(µJ)2

1

cosh2 [µβmJ ]
→

d2g

dm2
(0, B, T,N) = NJ

(

1− βµ2J
)



d3g

dm3
= 2Nβ2(µJ)3

sinh [µβmJ ]

cosh3 [µβmJ ]
→

d3g

dm3
(0, B, T,N) = 0

d4g

dm4
= 2Nβ3(µJ)4

1− 2 sinh2 [µβmJ ]

cosh4 [µβmJ ]
→

d4g

dm4
(0, B, T,N) = 2Nβ3(µJ)4

Deshalb ist die freie Enthalpie

g(m,B, T,N) ≃ −NkBT ln 2+
1

2
NJ

(

1− βµ2J
)

m2+
1

12
Nβ3(µJ)4m4+NBm

Wenn B = 0,

∂g

∂m
= NJ

(

1− βµ2J
)

m+
1

3
Nβ3(µJ)4m3

Weil (1/12)Nβ3(µJ)4 > 0, hat die Gleichung ∂g/∂m = 0 eine Lösung
m = 0 für 1 > βµ2J und drei Lösungen

m = 0,±

√

3J(βµ2J − 1)

β3(µJ)4

für 1 < βµ2J . Das System zeigt einen Phasenübergang zweiter Ord-
nung. Bei der kritischen Temperatur (1/2)NJ(1− βµ2J) = 0, d.h.

Tc =
1

kB
µ2J .

(c) Gleichgewichtsbedingung : dg/dm = 0

NJ
(

1− βµ2J
)

m+
1

3
Nβ3(µJ)4m3 +NB = 0

Ableitung der Gleichgewichtsbedingung nach B

NJ
(

1− βµ2J
) dm

dB
+Nβ3(µJ)4m2 dm

dB
+N = 0

Deshalb,
dm

dB
= −

1

β3(µJ)4m2 + J(1− βµ2J)

Wenn T > Tc,
dm

dB
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Wenn T < Tc,
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2. (a) Phasenraumvolumen mit H < E :

Φ(E) =

∫

H<E

dNpxd
Npyd

NLdNxdNydNθ

= (2πV )N (2m)N/2(2m)N/2(2I)N/2

∫

∑

3N

i=1
X2

i
<E

d3NdX

= (4πmV )N (2I)N/2 π
3N/2E3N/2

Γ(3N/2 + 1)



Anzahl der Zustände

Ω(E) =
1

2N !h3N
ΩV (E) =

1

2N !h3N
∆

d

dE
Φ(E)

=
1

2N !h3N
∆
3

2
N(4πmV )N (2I)N/2π

3N/2E3N/2−1

Γ(3N/2 + 1)

oder, im Limes N ≫ 1,

Ω(E) ≃
1

2N !h3N
Φ(E) = E3N/2C(N,V )

(b) Entropie :

S = kB lnΩ =
3

2
NkB lnE + kB lnC(N,V )

Temperatur :

T =

(

∂S

∂E

)

−1

V,N

=

(

3NkB
2E

)

−1

=
2E

3NkB

Energie

E =
3

2
NkBT

Wärmekapazität :

CV =
3

2
NkB

3. Wahrscheinlichkeitsdichte :

ρ(~r1, ~p1, · · · , ~rN , ~pN ;N) =
1

ZGK

1

N !h3N
e−β(H−µN)

Normierung :

ZGK =
∑

N

∫

d3Nrd3Np
1

N !h3N
e−β(H−µN)

=
∑

N

V N

N !h3N
zN

(
∫

dpe−βp2/(2m)

)3N

=
∑

N

1

N !

(

zV

h3
(2πmkBT )

3/2

)N

=
∑

N

1

N !

(

zV

λ3
T

)N

= exp

(

z
V

λ3
T

)

Deshalb

ρ(~r1, ~p1, · · · , ~rN , ~pN ;N) =
1

N !h3N
e−β(H−µN) exp

(

−z
V

λ3
T

)


