
4. Plenum aus Statistischer Physik (Lösung)

1. (a) |x+〉 und |x−〉 sind die Eigenzustände des Operators Ŝx und σ̂x.
Wir finden jetzt den Eigenzustand (s, t) von σx mit dem Eigenwert
λ.
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→ s2 = t2 → t = ±s

Der normierte Vektor 2−1/2(1, 1) hat den Eigenwert λ = 1 und
2−1/2(1,−1) hat den Eigenwert λ = −1. Deshalb sind die Spin-
up- und -down-Vektoren entlang der x-Achse
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1√
2
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oder

|x+〉 =
1√
2

(|z+〉 + |z−〉) , |x−〉 =
1√
2

(|z+〉 − |z−〉) .

Die Dichtematrix ρ̂ in der Basis {|x+〉, |x−〉} ist

ρX =
( 〈x + |ρ|x+〉 〈x + |ρ|x−〉
〈x − |ρ|x+〉 〈x − |ρ|x−〉

)

=
(

a 0
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)

(b) Entropie
S = −kB〈ln ρ〉 = −kBSp(ρ̂ ln ρ̂)

Matrixdarstellung des Operators ln ρ̂ :

Wenn die Matrixdarstellung des Operators ρ̂ diagonal ist (z.B.
ρX),

ln ρX = ln
(

a 0
0 1 − a

)

=
(

ln a 0
0 ln(1 − a)

)

und

ρX ln ρX =
(

a ln a 0
0 (1 − a) ln(1 − a)

)

.

Deshalb ist die Entropie

S = −kB (a ln a + (1 − a) ln(1 − a)) .

Das Maximun der Entropie
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a
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Wenn (1 − a)/a = 1 oder a = 1/2, wird die Entropie maximiert.
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Wenn N = 1,

Fockzustände :

|1, 0, 0〉 = |α1 = −1〉
|0, 1, 0〉 = |α1 = 0〉
|0, 0, 1〉 = |α1 = 1〉

Kanonische Zustandssumme:

Zc = 〈1, 0, 0|e−βĤ |1, 0, 0〉 + 〈0, 1, 0|e−βĤ |0, 1, 0〉 + 〈0, 0, 1|e−βĤ |0, 0, 1〉
= e−βh̄γB + 1 + eβh̄γB = 1 + 2 cosh(βh̄γB)

Wenn N = 2,

Fockzustände :

|2, 0, 0〉 = |α1 = −1, α2 = −1〉
|0, 2, 0〉 = |α1 = 0, α2 = 0〉
|0, 0, 2〉 = |α1 = 1, α2 = 1〉

|1, 1, 0〉 =
1√
2

(|α1 = −1, α2 = 0〉 + |α1 = 0, α2 = −1〉)

|1, 0, 1〉 =
1√
2

(|α1 = −1, α2 = 1〉 + |α1 = 1, α2 = −1〉)

|0, 1, 1〉 =
1√
2

(|α1 = 0, α2 = 1〉 + |α1 = 1, α2 = 0〉)

Kanonische Zustandssumme:

Zc = 〈2, 0, 0|e−βĤ |2, 0, 0〉 + 〈0, 2, 0|e−βĤ |0, 2, 0〉 + 〈0, 0, 2|e−βĤ |0, 0, 2〉
+〈1, 1, 0|e−βĤ |1, 1, 0〉 + 〈1, 0, 1|e−βĤ |1, 0, 1〉 + 〈0, 1, 1|e−βĤ |0, 1, 1〉

= e−2βh̄γB + 1 + e2βh̄γB + e−βh̄γB + 1 + eβh̄γB

= 2 + 2 cosh(βh̄γB) + 2 cosh(2βh̄γB)



Wenn N = 3,

Fockzustände :

|3, 0, 0〉 = |α1 = −1, α2 = −1, α3 = −1〉
|0, 3, 0〉 = |α1 = 0, α2 = 0, α3 = 0〉
|0, 0, 3〉 = |α1 = 1, α2 = 1, α3 = 1〉

|2, 1, 0〉 =
1√
3

(|α1 = −1, α2 = −1, α3 = 0〉 + |α1 = −1, α2 = 0, α3 = −1〉

+|α1 = 0, α2 = −1, α3 = −1〉)

|1, 2, 0〉 =
1√
3

(|α1 = −1, α2 = 0, α3 = 0〉 + |α1 = 0, α2 = −1, α3 = 0〉

+|α1 = 0, α2 = 0, α3 = −1〉)

|2, 0, 1〉 =
1√
3

(|α1 = −1, α2 = −1, α3 = 1〉 + |α1 = −1, α2 = 1, α3 = −1〉

+|α1 = 1, α2 = −1, α3 = −1〉)

|1, 0, 2〉 =
1√
3

(|α1 = −1, α2 = 1, α3 = 1〉 + |α1 = 1, α2 = −1, α3 = 1〉

+|α1 = 1, α2 = 1, α3 = −1〉)

|0, 2, 1〉 =
1√
3

(|α1 = 0, α2 = 0, α3 = 1〉 + |α1 = 0, α2 = 1, α3 = 0〉

+|α1 = 1, α2 = 0, α3 = 0〉)

|0, 1, 2〉 =
1√
3

(|α1 = 0, α2 = 1, α3 = 1〉 + |α1 = 1, α2 = 0, α3 = 1〉

+|α1 = 1, α2 = 1, α3 = 0〉)

|1, 1, 1〉 =
1√
6

(|α1 = −1, α2 = 0, α3 = 1〉 + |α1 = −1, α2 = 1, α3 = 0〉

+|α1 = 0, α2 = −1, α3 = 1〉 + |α1 = 1, α2 = −1, α3 = 0〉
+|α1 = 0, α2 = 1, α3 = −1〉 + |α1 = 1, α2 = 0, α3 = −1〉)

Kanonische Zustandssumme:

Zc = e−3βh̄γB + 1 + e3βh̄γB + e−2βh̄γB + e−βh̄γB + e−βh̄γB + eβh̄γB + eβh̄γB + e2βh̄γB + 1

= 2 + 4 cosh(βh̄γB) + 2 cosh(2βh̄γB) + 2 cosh(3βh̄γB)



When N > 3, Kanonische Zustandssumme:
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1 − exp(−βh̄γB(N − N−1 + 1)

1 − exp(−βh̄γB)

=
N

∑

N
−1=0

exp(βh̄γB(N − 2N−1)) − exp(βh̄γB(−N−1 − 1))

1 − exp(−βh̄γB)

=
1

1 − e−βh̄γB

[

eβh̄γBN 1 − e−2βh̄γB(N+1)

1 − e−2βh̄γB
− e−βh̄γB 1 − e−βh̄γB(N+1)

1 − e−βh̄γB

]



Grosskanonische Zustandssumme:
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∞
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=
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∞
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∞
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