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7. Plenum - Losungen 10.06.2011

P7.1 Ideales Gas in harmonischer Falle

Kurze Wiederholung der wichtigsten Formeln:
Mikrokanonisches Ensemble: Innere Energie F mit

dE = TdS —pdV + pdN. (1)
Kanonisches Ensemble: Legendre-Transformation von Entropie S nach Temperatur T ergibt freie Energie F":
F = E-TS, (2)

dFF = -=-5dT —pdV + udN, (3)

F = —kgTlhZg. (4)

Grofskanonisches Ensemble: Legendre-Transformation von Teilchenzahl N nach chemischem Potential 1 er-
gibt grofskanonsiches Potential J:

J = F—uN=FE—-TS— uN, (5)
dJ = —-SdT —pdV — Ndg, (6)
J = _kBTanGK- (7)
Daraus lassen sich weitere thermodynamische Gréfsen berechnen. Z.B. Vergleich von
dJ = <g> dT + <Q> dV + <y> dpe (8)
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Der harmonische Oszillator hat folgende Hamiltonfunktion fiir 1 Teilchen:
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Allgemein (wenn es nicht der harmonische Oszillator ist) konnte auch ein beliebiges anderes Potential gegeben
sein, etwa
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Die zugehorigen Volumina betragen

vno= R (15)
Vs = (2a)(2b)(2¢) = 8abe. (16)

Natiirlich kénnte beim Test auch ganz etwas anderes fiir das Potential stehen. Daher zahlt es sich aus, die
Angabe genau zu lesen, und die folgenden Schritte nicht nur auswendig zu lernen, sondern, so gut es geht,
das Prinzip zu verstehen.

Fiir N Teilchen muss man N Hamiltonoperatoren summieren, wobei man mit p; ., piy, ps,. die Impuls-
koordinaten des i-ten Teilchens (1 < ¢ < N) bezeichnen kénnte. Man koénnte auch alle Impulskoordinaten
durchnummerieren und p; mit 1 < ¢ < 3N schreiben. Die Ortskoordinaten ¢; iibernehmen analog die Rolle
von x;, y;, z; fir die verschiedenen Teilchen.

Die kanonische Zustandssumme ist fiir Gl. (12) gegeben durch (3N entspricht 3 Dimensionen. In 2 Dimen-
sionen wiére es 2N):
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Fiir den Fall von Gl. (13) oder (14) wiirde das Integral iiber dg anders aussehen, ndmlich:
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mit V' von (13) oder (14). Daher wére dann
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Weiter mit dem harmonischen Oszillator mit V' = Vj: Der Erwartungswert der Energie berechnet sich zu
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Die Entropie erhélt man aus (4) und (10):
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Fiir die grofkanonische Zustandssumme muss man noch iiber alle moéglichen Teilchenzahlen summieren,

gewichtet mit 2V = eV wobei z die Fugazitit ist.
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Zur Bestimmung von (E) ., konnte man entweder wie im 6. Tutorium vorgehen:
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Alternativ (und schuneller) kann man aber die Ableitung auch bei festgehaltenem z durchfiihren:
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mit (N) g, aus dem 6. Tutorium:

(N)qpe = e (}i—”ﬁ)g (52)

Hierbei ist wichtig zu sehen, dass man z als unabhéngige Variable wéhlt (selbst wenn nach wie vor der
Zusammenhang gilt z = e®# - aber zwei von drei Variablen sind frei wihlbar, und in diesem Fall wiihle ich
z und B (statt p und B) als freie Variablen).

Berechnung der Entropie erfolgt {iber (7) und (9):
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In diesem Fall (harmonischer Oszillator) kénnen wir schreiben:
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Konsistenterweise sollte das Ergebnis (59) zusammenpassen mit (5):
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Abschlieffende Tipps:

* In TISS kann man mit Favoriten > Einstellungen die Einstellungen so dndern, dass man Forenbeitrige
automatisch per Email zugeschickt bekommt. Kénnte in der letzten Woche vor dem Test Sinn machen, da
ich wieder etwaige Fragen im TISS Forum beantworten mochte.

* Beim Test gibt es beim Rechenteil Punkte fiir (fast) alles. Daher bitte die Ausgangsformeln hinschreiben,
selbst wenn man nicht weifs, wie man weiterrechnen soll, oder selbst wenn man den Punkt davor nicht 16sen
konnte.

* Beim Theorie-Teil ist es meiner Beobachtung nach von Vorteil, die Ausfithrungen in vollstindige, umfang-
reiche, und richtige Sétze zu packen. Formeln ohne Erkldarung bringen da nicht viel.

* Selbst wenn es in diesem letzten Plenum nicht gebracht wurde, sind natiirlich Fockraum-Berechnungen fiir
Fermionen und Bosonen fiir den Rechenteil ein ganz heifier Tipp! (richtige Normierung von Fockzustéinden,
kanonische, grofkanonische Zustandssumme fiir verschiedene Hamiltonoperatoren, diverse abgeleitete Grofien
und Mittelwerte, etc.)

* Alle Angaben und Losungen ohne Gewéhr :-) Auffallende Fehler bitte per Email oder TISS Forum melden!



