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2. Test - Lösungen 17.06.2011

2 M-Niveausystem

a) Alle antisymmetrisierten Permutationen:

|Ψ〉 = |1, 1, 1, 0, 0, . . .〉 = c (|1〉 ⊗ |2〉 ⊗ |3〉 − |1〉 ⊗ |3〉 ⊗ |2〉+ |3〉 ⊗ |1〉 ⊗ |2〉
− |3〉 ⊗ |2〉 ⊗ |1〉+ |2〉 ⊗ |3〉 ⊗ |1〉 − |2〉 ⊗ |1〉 ⊗ |3〉) .

Mit 〈Ψ|Ψ〉 = 1 = c2 × 6 folgt c = 1/
√
6.

b) Großkanonische Zustandssumme:

ZGK = tr
(

e−β(Ĥ−µN̂)
)

=

1∑

n1=0

1∑

n2=0

· · ·
1∑

nM=0

〈n1, n2, . . . , nM | e−β(Ĥ−µN̂) |n1, n2, . . . , nM 〉

=

1∑

n1=0

1∑

n2=0

· · ·
1∑

nM=0

e−β
∑M

i=1
(ǫini−µni)〈n1, n2, . . . , nM |n1, n2, . . . , nM 〉

︸ ︷︷ ︸

=1

=
1∑

n1=0

1∑

n2=0

· · ·
1∑

nM=0

[
M∏

i=1

e−β(ǫi−µ)ni

]

=

M∏

i=1

[
1∑

n=0

e−β(ǫi−µ)n

]

=

M∏

i=1

[

1 + e−β(ǫi−µ)
]

.

c) Großkanonisches Potential:

J = −kBT lnZGK = −kBT

M∑

i=1

ln
(

1 + e−β(ǫi−µ)
)

.

Entropie:

S = − ∂J

∂T

∣
∣
∣
∣
V,µ

= kB

M∑

i=1

ln
(

1 + e−β(ǫi−µ)
)

+ kBT

M∑

i=1

e−β(ǫi−µ)

1 + e−β(ǫi−µ)

+1

kBT 2
(ǫi − µ)

= kB

M∑

i=1

[

ln
(

1 + e−β(ǫi−µ)
)

+
1

kBT

ǫi − µ

eβ(ǫi−µ) + 1

]

.

Für T → ∞ geht β = 1/(kBT ) → 0.

lim
T→∞

S = kB

M∑

i=1

[

ln
(
1 + e0

)
+ 0

ǫi − µ

e0 + 1

]

= kB

M∑

i=1

ln 2 = MkB ln 2.

Für M = 5 folgt limT→∞ S = 5 ln 2.
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3 Asymmetrische harmonische Falle

H =
p2x + p2y
2m

+
mω2

2

(
a2x2 + b2y2

)
.

a) Großkanonische Zustandssumme:

ZGK(T, V, µ) =
∞∑

N=0

eβµN
1

h2NN !

∫

e−βH(p,q)d2Np d2Nq

=

∞∑

N=0

eβµN
1

h2NN !

∫

e
−β

∑

2N
i=1

p2i
2m

+
∑N

i=1

(

ma2ω2q2i
2

+
mb2ω2q2N+i

2

)

d2Np d2Nq

=

∞∑

N=0

eβµN

h2NN !

(
2N∏

i=1

∫
∞

−∞

dpie
−β

p2i
2m

)(
N∏

i=1

∫
∞

−∞

dqie
−β

ma2ω2q2i
2

)(
2N∏

i=N+1

∫
∞

−∞

dqie
−β

mb2ω2q2i
2

)

=

∞∑

N=0

eβµN
1

h2NN !

(∫
∞

−∞

dpe−β
p2

2m

)2N (∫ ∞

−∞

dqe−β
ma2ω2q2

2

)N (∫ ∞

−∞

dqe−β
mb2ω2q2

2

)N

=

∞∑

N=0

eβµN
1

h2NN !

(√
2mπ

β

)2N (√
2π

βa2mω2

)N (√
2π

βb2mω2

)N

=

∞∑

N=0

1

N !

[

eβµ
1

ab

(
2π

hωβ

)2
]N

= exp

(

eβµ
1

ab

(
2π

hωβ

)2
)

= exp

(

e
µ

kBT
1

ab

(
kBT

~ω

)2
)

,

mit β = 1/(kBT ) und ~ = h/(2π).
Für a2 = 1 und b2 = 4 folgt mit ab = 2

ZGK(T, V, µ) = exp

(

eβµ
1

2

(
2π

hωβ

)2
)

.

b) Mittlere Teilchenzahl:

〈N〉 =
1

β

∂

∂µ
lnZGK

=
1

β

∂

∂µ
eβµ

1

ab

(
2π

hωβ

)2

= eβµ
1

ab

(
2π

hωβ

)2

.

Für a2 = 1 und b2 = 4 folgt 〈N〉 = eβµ (2π/hωβ)2 /2.
c) Mittlere Energie:

〈E〉 = − ∂

∂β
lnZGK

∣
∣
∣
∣
z=eβµ

= −eβµ
∂

∂β

1

ab

(
2π

hωβ

)2

= −eβµ
1

ab

(
2π

hω

)2 −2

β3

=
2

β
〈N〉 .

Daher ist 〈E〉 / 〈N〉 = 2/β.
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