
Lösung der Aufgabe 20, Tutorium 7

20. Dichteoperatoren

(a) Gegeben seien 2 Dichteoperatoren mit Matrixdarstellung

ρ̂1 =
1

4

 2 1 0
1 2 0
0 0 0

 , ρ̂2 =
1

4

 1 1 0
1 1 0
0 0 2

 (1)

in der Basis |0〉, |1〉, |2〉. Berechnen Sie die Reinheit und die Entropie von ρ̂1,2 sowie die Operatoren

Ĉ1 = e−xρ̂1 und Ĉ2 = cos(π2 ρ̂2). Hinweis: Diagonalform!
Beide Dichtematrizen haben Blockdiagonalfrom und man sieht, dass jeweils der Zustand |2〉 (en-
spricht dem Vektor (0, 0, 1)T ) ein Eigenzustand mit Eigenwert λ1 = 0 bzw. λ1 = 1/2 ist. Das
Eigenwertproblem der verbleibenden 2x2 Matrix für ρ̂1 ergibt

det

[
λ1− 1

4

(
2 1
1 2

)]
︸ ︷︷ ︸

Mλ

= (λ− 1/2)2 − 1/16 = 0, ⇒ λ2,3 = 1/4, 3/4 (2)

Die entsprechenden Eigenvektoren erhält man dann aus der Bedingung Mλi~v = 0, in diesem Fall
~v2 = (1,−1, 0)T /

√
2 und ~v3 = (1, 1, 0)T /

√
2. Insgesamt ergibt sich die Diagonalform von ρ̂1 in

Matrixdarstellung

ρ̂1 =
1

4

 3 0 0
0 1 0
0 0 0

 , (3)

oder in Operatordarstellung

ρ̂1 =
3

4
|+〉〈+|+ 1

4
|−〉〈−|, |±〉 =

1√
2

(|0〉 ± |1〉) . (4)

Analog findet man für ρ̂2

ρ̂2 =
1

2

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 , ρ̂2 =
1

2
|+〉〈+|+ 1

2
|2〉〈2| (5)

Damit
Sp{ρ̂21} = 5/8, Sp{ρ̂22} = 1/2, (6)

S1/kB = −3/4 ln(3/4)− 1/4 ln(1/4) ≈ 0.56, (7)

S2/kB = −1/2 ln(1/2)− 1/2 ln(1/2) ≈ 0.69. (8)
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Weiters,

Ĉ1 = e−xρ̂1 =1 +

∞∑
n=1

(−x)n

n!

(
3

4
|+〉〈+|+ 1

4
|−〉〈−|

)n
=1 +

∞∑
n=1

(−x)n

n!

[(
3

4

)n
|+〉〈+|+

(
1

4

)n
|−〉〈−|

]
=e−

3x
4 |+〉〈+|+ e−

x
4 |−〉〈−|+ |2〉〈2|

(9)

oder Matrixdarstellung

Ĉ1 = e−xρ̂1 =

 e−3x/4 0 0
0 e−x/4 0
0 0 1

 (10)

Analog

Ĉ2 = cos(
π

2
ρ̂2) = cos(π/4)|+〉〈+|+ cos(π/4)|2〉〈2|+ |−〉〈−| (11)

oder Matrixdarstellung

Ĉ2 = cos(
π

2
ρ̂2) =

 cos(π/4) 0 0
0 cos(π/4) 0
0 0 cos(0)

 (12)

(b) Gegeben sei der großkanonische Dichteoperator

ρ̂G =
1

ZG
e−β(Ĥ−µN̂) (13)

und ein beliebiger anderer Dichteoperator ρ̂′. Zeigen Sie, dass aus der Ungleichung für die Boltz-
mann’sche Eta-Funktion

H(ρ̂G, ρ̂
′) ≤ 0 (14)

folgt, dass
J(ρ̂G) ≤ J(ρ̂′), (15)

wobei J(ρ̂) das entsprechende großkanonische Potential bezeichnet.
Aus der Definition von H(ρ̂G, ρ̂

′) folgt

kBH(ρ̂G, ρ̂
′) = S′ + kBSp{ρ̂′ ln ρ̂G} = S′ − kB lnZG −

1

T
Sp{ρ̂′(Ĥ − µN̂)} ≤ 0 (16)

Mit J = −kBT lnZG und J ′ = E′ − TS′ − µN ′ folgt

TS′ + J − E′ + µN ′ ≤ 0 ⇒ J ≤ E′ − TS′ − µN ′ = J ′ (17)
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