
Lösung der Aufgabe 16, Tutorium 5

16. Zwei-Moden-Verschränkung

Gegeben sei ein System aus zwei harmonischen Oszillatoren mit jeweiligen Basiszuständen |n〉A und
|n〉B . Der Dichteoperator des Gesamtsystems sei

ρ̂ = |Ψ〉〈Ψ|, |Ψ〉 =
√

1− λ
∞∑

n=0

λ
n
2 |n〉A ⊗ |n〉B , 0 < λ < 1. (1)

(a) Berechnen Sie den reduzierten Dichteoperator ρ̂A des Subsystems A, sowie die Entropie von ρ̂ und
von ρ̂A.
Da ρ̂ ein reiner Zustand ist, gilt S[ρ̂] = 0. Um den reduzierten Dichteoperator ρ̂A zu berechnen
schreiben wir

ρ̂ = |Ψ〉〈Ψ| = (1− λ)

∞∑
n,m=0

λ
n+m

2 |n〉A〈m| ⊗ |n〉B〈m| (2)

und daher

ρ̂A = SpB{ρ̂} = (1− λ)
∑
n,m

λ
n+m

2 SpB{|n〉A〈m| ⊗ |n〉B〈m|} = (1− λ)

∞∑
n=0

λn|n〉A〈n|. (3)

Damit erhalten wir für die Entropie

S[ρ̂A]/kB = −Sp{ρ̂A ln ρ̂A} = −(1− λ)
∑
n

λn [n lnλ+ ln(1− λ)]

= − ln(1− λ)− λ lnλ

(1− λ)

(4)

wobei die folgenden Summen benutzt wurden

∑
n

λn =
1

1− λ
,

∑
n

nλn = λ
∂

∂λ

[∑
n

λn

]
= λ

∂

∂λ

[
1

1− λ

]
=

λ

(1− λ)2
. (5)

(b) Bestimmen Sie die Varianz 〈q̂2A〉 = 〈q̂2B〉 und die Korrelation 〈q̂Aq̂B〉 ≡ Sp {q̂Aq̂B ρ̂}, wobei q̂j =

(âj + â†j)/
√

2, j = A, B, und âj , â
†
j sind die Vernichtungs- bzw. Erzeugungsoperator für den Oszil-

lator j = A, B. Zeigen Sie damit, dass für diesen 2-Moden-verschränkten Zustand die Unschärfe
des relativen Abstands, ∆q̂ = q̂A − q̂B , sehr viel kleiner sein kann als die Unschärfe der absoluten
Position jedes einzelnen Oscillators, d.h. 〈(q̂A − q̂B)2〉 < 〈q̂2A〉.
Da ρ̂A diagonal in der Energiebasis ist und 〈n|âi|n〉 = 〈n|â†i |n〉 = 0, folgt 〈q̂A〉 = 0 und Var(q̂A) =

1



〈q̂2A〉−〈q̂A〉2 = 〈q̂2A〉. Für diesen Erwartungswert erhalten wir nach Einsetzen der Diagonaldarstel-
lung von ρ̂A

〈q̂2A〉 =
1− λ

2

∞∑
n=0

λn〈n|2â†AâA + 1 + â2A + (â†A)2|n〉

=
1− λ

2

∞∑
n=0

λn(2n+ 1) =
1

2
+

λ

1− λ
.

Für die Korrelationen zwischen den Moden A und B erhalten wir

〈q̂Aq̂B〉 = 〈Ψ|q̂Aq̂B |Ψ〉 = (1− λ)

∞∑
n,m=0

λ
n+m

2 Sp{q̂Aq̂B |n〉A〈m| ⊗ |n〉B〈m|} (6)

= (1− λ)

∞∑
n,m=0

λ
n+m

2 〈mA|〈mB |q̂Aq̂B |nA〉|nB〉 (7)

=
(1− λ)

2

∞∑
n,m=0

λ
n+m

2 〈mA|〈mB |(â†A + âA)(â†B + âB)|nA〉|nB〉.

Für das Matrixelement tragen nur die Kombinationen â†Aâ
†
B und âAâB bei,

〈mA|〈mB |â†Aâ
†
B |nA〉|nB〉 = δm,n+1(n+ 1), 〈mA|〈mB |âAâB |nA〉|nB〉 = δm,n−1n. (8)

Damit erhält man

〈q̂Aq̂B〉 =
1− λ

2

∞∑
n=0

[
nλn−1/2 + (n+ 1)λn+1/2

]
=

1− λ
2

[ √
λ

1− λ
+

(
1√
λ

+
√
λ

)
λ

(1− λ)2

]
=

√
λ

1− λ
,

und

〈(q̂A − q̂B)2〉 = 2
(
〈q̂2A〉 − 〈q̂Aq̂B〉

)
= 1 +

2λ

1− λ
− 2
√
λ

1− λ
≤ 1.

Für λ = 1− ε nahe bei 1 findet man

〈(q̂A − q̂B)2〉
〈q̂2A〉

=
2(1 + λ− 2

√
λ)

1 + λ
≈ ε2

4
→ 0 (9)

2


