Losungen zum 1.Tutorium VU Statistische Physik I, 9.3.2018

1. Homogene Funktionen

a) Zeigen Sie, dass fiir eine homogene Funktion f(Az, Ay, \z) = \*f(x,y, 2) vom
Grad k die folgende Relation gilt:

0 0 0
kf(z,y,z) = 8—£$+a—£y+8—£2. (1)

Losung:
Ableitung von f(Az, Ay, A\z) = M f(x,y, 2) nach ) liefert:
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on] Ao Ay A2) = = e e Y T o,
= kAkilf(xa Y, Z).

Relation (1) folgt nun durch Setzten von A = 1.
b) Zeigen Sie, dass die folgende Funktion (c ist eine Konstante)
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E(S,V,N) = L

eine homogene Funktion vom Grad k = 1 ist und Gleichung (1) erfiillt.
Losung:

Die Berechnung von E(AS, \V, AN) ergibt E(AS,A\V,AN) = AE(S,V, N). Da-
her ist diese Funktion homogen vom Grad k£ = 1. Explizites Berechnen der
Ableitungen liefert:
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und schlielich

9E  OE OB 25 °E 5E 9§
9L 98y, OBy g2t ok E—E.
5 T TNy Tt T3 T3 3k,




2. Vollstindige Differentiale
a) Ist das folgende Differential
0f(z,y) = ple,y)dz + q(z, y)dy,

mit p(z,y) = 2yx® + y* und q(x,y) = 2zy* + 23 vollstéindig? Wenn nicht,
bestimmen Sie die Funktion «(z,y) (integrierender Faktor) so, dass

df (z,y) = a(z,y)p(x, y)dr + a(z,y)q(z, y)dy

vollstéindig ist. Hinweis: setzen Sie «a(z,y) als Funktion von ¢ = xy an
a(z,y) = a(ry) und verwenden Sie die Integrabilitidtsbedingung
0 0

oy [a(xy)p(z,y)] = pe [a(zy)q(z,y)].

Losung:
Explizites Berechnen der Integrabilitdtsbedingung fiir 0 f ergibt:

dp g 2 2 2 2 2 2

———=(2 3y°) — (2 3x%) =y — 0

oy " op ) - RyAdr) =y —am 20,
daher ist ¢ f nicht vollstdndig. Die Integrabilitdtsbedingung mit integrieren-
dem Faktor ergibt:

0

Gy = eyt ) + aley) (207 + 3y7)
9, f

% = o (zy)y(2zy* + 2°) + alzy)(2y° + 32°).

Gleichsetzten liefert:
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und weiters:
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ay) = Gy ——a(a) = —a(ey)

Wenn man will kann man
ad(t) = ~alt)

durch Separation der Konstanten 16sen, sonst sieht man auch durch Hinsehen
dass o/(zy) = cxy die allgemeine Losung ist, wobei ¢ eine beliebige Konstante
ist.



b) Wie lautet das zugehorige Potential f(z,y)?
Losung:
Um das Potential f(x,y) aus
df (x,y) = (2y*2° + zy*)dw + (22%y° + ya*)dy

zu bestimmen verwendet man

0 1 1
a—i: = 2y%2% + oyt — flz,y) = §y2:1:4 + 51'23/4 + C(y).

Um C(y) zu bestimmen setzte man ein in

0
8_5 =yt + 22%y° + O'(y) = 22y + ya?,

woraus folgt

C'(y) =0 — C(y) = const

3. Partielle Ableitung
f(z,y) und g(z,y) sind Funktionen von x und y. Zeigen Sie, dass gilt:
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Das Differential zu f(z,y) ist gegeben durch

_(9f of
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Unter der Bedingung

[0y dg B _ (9g\ [o9\ "
d9‘<ax)yd“(ay>xdy‘0%dy‘ (8x)y(ay "

kann das Differential df umgeschrieben werden als

_ (of of dg g\
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Nach Division durch dx ergibt sich die zu beweisende Formel.

Losung:



4. Stirling Motor

a) Berechnen Sie den Wirkungsgrad des Stirling’schen Kreisprozesses unter der
Annahme, dass durch die Verwendung des Regenerators 95% der im Schritt
(2—3) abgefithrten Wérme Q23 im Schritt (4—1) wiederverwendet werden
kann. Das Arbeitsmedium kann durch ein ideales Gas angendhert werden.
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Losung:

Die aufgenommen Wirme in den einzelnen Schritten ist:

NEkgT;
ng = /pdV :/ kB 1dV = Nk?BTl 111(E)

174 Vi
3
Q23 = —§N/fB(T1 —Ty)
|
Q34 = —NkpT 111(72)
1

3
Qu = §NkB(T1 —T).

Laut 1.Hauptsatz ist die gesamte geleistete Arbeit

\%
AW = Q12 + Qo3 + Qs34 + Qu1 = Nkp(Ty — 1) IH(VQ)-
1

Wenn 95% von Q23 wiederverwendet werden konnen ist die effektiv zugefiihrte
Warmemenge

vz 3
Qv = Qua + Qui +0.95Q93 = NkgTy 1n(72) +0.055 Nkg(Ty — T)

1

und damit der Wirkungsgrad

AW (Ty = T») In(32)
T 0. T h () +0.053(Ty — T3)

b) Stellen Sie den Kreisprozess im T-S-Diagramm dar und zeichnen Sie die zu-
gefithrte Warme @Q;, und die abgefiihrte Warme @, als Flichen ein. Wel-
cher Zusammenhang besteht zwischen der Anderung der Wirmemenge AQ =
Q. — Qi und geleisteter Arbeit?
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Die Isochoren lassen sich im 7T-S-Diagramm aufgrund
CydT = TdS — T(S) = const x %/

als Exponentialfunktion darstellen. Die Fldche unter den entsprechenden Teil-
schritten ist die zu- bzw. abgefiihrte Warme. Laut dem 1.Hauptsatz ist die
Anderung der Wirmemenge AQ gleich der geleisteten Arbeit.

¢) Welchen Wirkungsgrad erhalten Sie wenn 100% der abgefithrten Wirme Qa3
im Schritt (4—1) wiederverwendet werden kann? Welcher bekannte Kreispro-
zess hat den gleichen Wirkungsgrad?
Losung:

Der Wirkungsgrad des Stirlingmotors mit perfektem Regenerator ist

CAQ T -Th
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Dies ist der gleiche Wirkungsgrad wie der des Carnot Prozesses. Dieser Zu-
sammenhang ist geometrisch ersichtlich da sich die eingeschlossene Flidche AQ
und die zugefithrt Warme )12 nicht dndern, wenn die isochoren Teilschritte
(2 — 3) und (4 — 1) in adiabatische Teilschritte umgewandelt werden.
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Zu kreuzen (online im TUWEL-Kurs zur LVA): 1/2/3/4a/4bc



