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1. Tutoriumstermin (18.3.2022)

T1. Mit einem statistisch ausgewogenen, sechs-seitigen Wiirfel wird N-Mal gewtirfelt. Berech-
nen Sie jeweils den Erwartungswert und die Standardabweichung fiir

(a) die Summe ¥ der erwiirfelten Augen;
(b) das Produkt II der erwiirfelten Augen;
(c¢) den Logarithmus des Produkts der erwiirfelten Augen, InII.

Wie verhélt sich dabei das Verhaltnis von Erwartungswert zu Standardabweichung jeweils
im Grenzwert grofler N7

(d) Nehmen Sie nun N = 4, mit einer Summe der Augenzahlen von ¥; = 11, bzw.
Yo = 19 (Makrozusténde). Berechnen Sie in beiden Féllen die Anzahl moglicher
Mikrozustdnde (mogliche Kombinationen von Augenzahlen), die mit dem jeweils
gegebenen Makrozustand kompatibel sind.

Losung
(a) EW: <z! >=3" ap;

p; ist bei einem fairen Wiirfel p; = %. Deshalb ist der Erwartungswert:
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Dies erfolgt N-Mal:
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Die Standardabweichung ist:
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Das Verhaltnis von Erwartungswert E zu Standardabweichung o ergibt sich zu:
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Damit ist o/E — 0 fiir grofie N, also ist der Erwartungswert fiir groe N eine
sinnvolle Grofe.

(b) Erwartungswert ist analog fiir ein Mal wiirfeln. Bei N Mal wiirfeln erhélt man
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Das Verhaltnis von Erwartungswert E zu Standardabweichung o ergibt sich zu:
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Im limes grosser N erhélt man:
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Damit ist 0/E — oo fiir groBe N, also ist der Erwartungswert fiir groBe N keine

sinnvolle Grofe.

(c¢) Der Erwartungswert ist
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und die Standardabweichung
V< X2 >~ VN06L, (15)
wobei der zweite Moment
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ist. Das Verhéltnis von Erwartungswert E zu Standardabweichung o ergibt sich zu:
E
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Damit ist 0 /FE — 0 fiir grofe N, also ist der Erwartungswert fiir grofe N durch den
Logarithmus wieder eine sinnvolle Grofle.

(d) Die Anzahl der Mikrozustidnde kann man durch abzéhlen aller Moglichkeiten berech-
nen. Fiir >° = 11 ergibt sich die Anzahl der Mikrozustdnde zu 104. Fur > = 19
ergibt sich die Anzahl der Mikrozustande zu 56.

T2. Eine diskrete Zufallsvariable ist nach der Binomialverteilung verteilt, d.h. das Ergebnis
1 tritt mit Wahrscheinlichkeit p und das Ergebnis 0 mit Wahrscheinlichkeit (1 — p) ein.
Die Wahrscheinlichkeit bei n-maliger Wiederholung des Experiments k-mal das Ergebnis
1 zu erhalten ist somit gegeben durch

(a) Berechnen Sie das erste Moment von pg(k);

(b) betrachten Sie pg(k) im Grenzwert p — 0, n — oo, wobei pn = A = const. Zeigen
Sie, daf sich in diesem Grenzwert die diskrete Poisson-Verteilung
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ergibt.
Losung

(a) Das erste Moment (der Erwartungswert) E einer Verteilung errechnet sich als Summe
iiber alle Versuchsausgéange, gewichtet mit ihrer jeweiligen Wahrscheinlichkeit. Bei
uns gilt also:

E(pe(k)) = ; k (Z,) pr(L—p)*
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Diese Form sieht bereits verdachtig nach dem binomischen Lehrsatz aus, allerdings
ergibt sich aufgrund des (kK — 1)! noch kein Binomialkoeffizient. Wir méchten diesen
also erzwingen:
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wobel wir den binomischen Lehrsatz
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verwendet haben.

(b) Wir untersuchen nun den Grenzfall n — oo, p — 0 und np =: A\ = const. Diesen
bilden wir durch geschicktes Erweitern:

pe(k) = (Z) pr(1—p)F
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WEeil, sofern er existiert, der Limes eines Produkts das Produkt der Limiten ist, und
wegen
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konnen wir nun den Limes bilden:
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T3. Gegeben ist die diskrete Poisson-Verteilung

N
pp(k) = T A
(a) zeigen Sie explizit, dafl die diskrete Poisson-Verteilung korrekt auf 1 normiert ist;
Losung.
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(b) berechnen Sie das erste und zweite Moment, sowie die Varianz der diskreten Poisson-

Verteilung.
Losung.
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T4. Gegeben ist die Betaverteilung, B, ,(z), z € [0, 1], mit
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Zeigen Sie, dafl die Betaverteilung fiir grofie u-Werte (und x - p endlich) in eine
kontinuierliche Poisson-Verteilung iibergeht, also
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P,(t) = et t>0.

Hinweis: Beachten Sie, dafl
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und verwenden Sie die Stirling Formeln (sh. Formelsammlung).

Losung
Die beiden Stirlingformeln fiir grofie x4 lauten:
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Nun bilden wir den Limes der Betaverteilung fiir grofle pu:
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Wir kiirzen und ersetzen x durch ﬁ:
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Nach dem Kiirzen der g und Umgruppieren folgt:
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Zu kreuzen: lab, 1c, 1d; 2a, 2b; 3a, 3b; 4



