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Kapitel 1
Einleitung

Dieses Skriptum ist eine Zusammenfassung des Stoffes der gleichnamigen Lehrveranstaltung an
der Technischen Universitdt Wien. Ziel ist es, dem Leser einen Einblick in die Allgemeine Rela-
tivitdtstheorie zu geben, mit Betonung auf die mathematischen Hintergriinde.

Im ersten Teil des Skriptums wird die Spezielle Relativititstheorie nochmals wiederhohﬂ um
dem Leser einige Begrifflichkeiten, sowie Uberlegungen darzubringen, welche fiir die spétere Ausein-
andersetzung mit der Allgemeinen Relativitdtstheorie wichtig sind.

Danach wird das mathematische Fundament gelegt, um die Gleichungen der ART zu verstehen
und anwenden zu konnen.

Es soll hier noch gewarnt werden: Dieses Skriptum wurde von einem Studenten erstellt, der sich
mit dem zentralen Thema der Lehrveranstaltung noch nie auseinandergesetzt hat. Deshalb fiihle ich

mich verpflichtet dem Leser hier einige seriose Quellen zu empfehlen:

1. General Relativity (Robert Wald): Dieses Buch wird von Prof. Balasin personlich auf der
TISS-Seite der Lehrveranstaltung empfohlen.

2. General Relativity: The Theoretical Minimum (Leonard Susskind): Dieses Buch gibt einen sanf-
ten Einstieg ins Thema, kann aber natiirlich nicht mit einem Lehrbuch fiir Bachelor-Studenten
mithalten. Ebenso kann ich die online Vorlesungen von Prof. Susskind auf Youtube sehr emp-
fehlen.

3. Im letzten Kapitel wird etwas Elektrodynamik vorkommen, was nicht sonderlich relevant fiir
das Verstéindnis der Feldgleichungen ist, aber es hilft dennoch sich vertiefend hineinzulesen.
Dafiir wird auf das Skriptum der LVA | Elektrodynamik 1* und auf den dritten Teil von The

Theoretical Minimum: Special Relativity and classical field theory verwiesen.

Falls Fehler oder Unklares aufkommt, bitte an a.miethlinger@gmail.com melden! Ich wiinsche

der Leserschaft hiermit viel Spafl mit der Allgemeinen Relativititstheorie.

IDer Stoff der LVA beginnt aber erst ab Kapitel 2.3!



Kapitel 2

Begriffe der SRT

2.1 Die Raumazeit

Die Darstellung der 4-dimensionalen Raumzeit ist an sich schwierig, doch man kann sie limitiert
visualisieren. Man stelle sich den R?, wobei wir die x-y Ebene als den ,,wirklichen“ R3 identifizieren
werden und die z-Achse als unsere Zeitachse t. Nun kann man sich klarmachen, dass jede Ebene bei
t=const einen Moment in der Raumzeit darstellt. Ahnlich symbolisieren Geraden, die im Winkel 90°
zu solch einer Zeitpunktebene stehen, einen Punkt im Raum, zu jedem Zeitpunkt. Wir nennen einen
Punkt, welcher die 4-dimensionalen Raumzeit-Koordinaten x* = (ct, x,y, 2)” hat, ein Ereignis.

In Abbildung sieht man eine solche Visualisierung. Die Ebenen zeigen Ereignisse mit gleicher
2%-Koordinate an (t = const). Die Punkte A, B und C sind solche Ereignisse die in einer Zeitpunkt-
sebene liegen. Durch B geht eine Gerade, das bedeutet, dass ein Korper sich in der Raumzeit bewegt
und zum Zeitpunkt t = 0 am Punkt B gewesen ist. Der Winkel av = 68.45 zwischen der Gerade und
der Ebene t = 0 spiegelt die Geschwindigkeit des Korpers relativ zu einem ruhenden System an,
je groBer der Winkel, desto schneller bewegt sich der Korper. Es gilt ndmlich fiir den Winkel und
der Geschwindigkeit eines Kérpers: tan(a) = % = 2. Man kann erkennen, dass ein Winkel von 0°
einer Geschwindigkeit von 0 m/s entspricht, deshalb bewegt sich der Kérper von C nach G rdumlich
nicht, aber in der Raumzeit schon, ndmlich auf einer Geraden, die wir ab sofort Weltlinien nennen
werden, mit einem Winkel von 90° zu einer Zeitpunktsebene.

Beim Punkt A wurde ein Kegel mit Offnungswinkel 90° eingezeichnet, also einem Winkel a = 45.
Deshalb kénnen wir die Geschwindigkeit mit der sich dieses Ding bewegt mit v = ¢ identifizieren.
Wir werden spéter sehen, dass das einzige was sich mit Lichtgeschwindigkeit fortbewegen kann, nur
Licht selbst ist. Daraus folgt, dass dieser Lichtkegel alle Richtungen in der Raumzeit anzeigt, in
welche sich ein Lichtblitz, der bei A entstanden ist, ausbreiten kann. D.h. alle Weltlinien innerhalb
eines Lichtkegels bewegen sich mit v < ¢, alle auf dem Lichtkegel mit v = c.

Ein grofier Unterschied zwischen der klassischen Mechanik und der Relativitétstheorie sind die



Abbildung 2.1: Visualisierung der Raumzeit mit Zeitpunktsebenen und Ereignissen.

maximalen Geschwindigkeiten, mit welcher sich ein Korper fortbewegen kann. Bei Newton gibt es
tatsichlich eine maximale Geschwindikeit, diese betrégt oo, was einem Offnungswinkel einer Weltlinie
von 90° entspricht. Bei Einstein ist sie die Lichtgeschwindigkeit c.

Zwei Begriffe miissen hier noch erginzt werden: Die invariante Geschwindigkeit und die Grenzge-
schwindigkeit. Die invariante Geschwindigkeit ist in allen Bezugssystemen gleich, wobei die Grenz-
geschwindigkeit von keinem Koérper iiberschritten werden kann. In der Speziellen Relativitétstheorie

sind diese Geschwindikeiten gleich.

2.2  Gleichzeitigkeit und Lingenkontraktion

Die Spezielle Relativitdtstheorie von Einstein wirft den Begriff der Gleichzeitigkeit aus dem Fenster,
sie wird nur relativ zum Bezugsystem wirksam. Man betrachte ein Bezugssystem S, welches fiir uns
ruhend ist, und ein bewegtes System S’, welches sich mit konstanter Geschwindigkeit v bewegt. Nun
kann man ein Minkowski-Diagramm erstellen, in dem System S und S’ eingezeichnet werden, siehe
Abbildung

Als Beispiel stelle man sich Albert Einstein auf einem Zug und Isaac Newton am Bahnhofsgleis
vor. Hierbei ist nun Einstein unser bewegtes System und Newton unser ruhendes. Am Bahnhofsgleis
steht eine Uhr und beide wollen wissen, ob ihre Uhr denn iiberhaupt richtig lauft, deshalb wollen sie

mit ihrem universellen Zeitgefiihl die Zeit stoppen, um zu sehen, ob sie falsch lauftﬂ Der Zug fihrt

1Obwohl beide geniale Physiker waren, fillt ihnen anscheinend nicht auf, dass man so keine Uhr auf ihre Richtigkeit
iiberpriifen kann.



Abbildung 2.2: Gleichzeitigkeit hingt vom Bezugsystem ab

los und beide schauen auf den Sekundenzeiger ihrer Uhr. Sie haben sich ausgemacht, dass nach 4
Sekunden einer ,,Stopp!“ schreit.

Es mag {iberraschen, aber Newton sagt als Erster stopp, noch vor Einstein. Dieser aber sagt,
Newton habe zu frith gestoppt, fiir Einstein sind noch keine 4 Sekunden vergangen. Tja, wer von
den beiden hat nun Recht? Die Antwort ist, dass beide recht haben. Newton, unser ruhendes System,
misst die Zeit zum Zeitpunkt B, fiir ihn nach At = 4s Sekunden. Einstein widerrum ist in einem
bewegten System, welches in Abbildung durch die blauen Linien gekennzeichnet wurde. Fiir
Einstein vergeht, relativ zu Newton weniger Zeit. Equivalent wére es zu sagen, dass fiir Einstein
die Uhr langsamer ist, relativ zu Newton. Fiir Einstein verging eine Zeit At’ < 4s, da seine Zeit,
relativ zu Newton gestreckt wurde, eine Sekunde dauert bei Einstein ldnger als bei Newton. Der
Leser soll iiber diese Uberlegung kurz nochmal reflektieren, denn hier steckt viel Physik dahinte Als
Abschluss soll dieser Absatz nochmals zusammengefasst werden: Bewegte Uhren laufen langsamer.

Da die beiden nach ihrer Zankerei iiber die Uhren festellten, dass etwas nicht stimmt, wollen
sie nun etwas anderes ausprobieren. Sie wollen {iberpriifen ob ihr Meterstab wirklich 1 m betrégt.
Wieder, Einstein steigt in den Zug und fihrt los. In Abbildung ist das Minkowski-Diagramm
dieser Anordnung aus der Sicht Einsteins dargestellt. Bei den Ereignissen x; = (¢1,21) und xo =
(t1,x2) wird der Meterstab von Newton gemessen, fiir ihn gleichzeitig. Einstein fihrt vorbei und
beginnt auch zum Zeitpunkt ¢; zu messen, aber Newton sieht, dass Einstein seinen Rollmeter zu
frith wieder ablegte. Fiir Newton dauerte Einsteins Messung At Sekunden. Spéter besprechen sich
die beiden: Einstein sagt, dass ihr Meterstab keineswegs 1 m betragen koénnte, er sei zu kurz dafiir.

Newton sagt, es sei sehrwohl 1 m lang und Einstein irre sich. Nun, wer hat dieses Mal Recht?

2Der Autor musste auch dariiber erneut nachdenken.
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Abbildung 2.3: Rdumliche Linge hingt vom Bezugsystem ab; Demtroder 1

Wieder haben beide, relativ zu ihrem Bezugssystem Recht. Fiir Einstein bewegt sich der Meterstab,
wodurch seine Léngenskala, relativ zu Newton verkiirzt wird. Wenn Einstein nun einen Rollmeter
zur Messung nimmt (welcher sich relativ zu ihm nicht bewegt), erscheint der Meterstab kiirzer. Fiir
Newton ist Einsteins Rollmeter kiirzer, wodurch er ein ,falsches* Ergebnis erhilt. Auch hier soll
der Leser wieder dariiber nachdenken, was eigentlich passiert ist. Als Abschluss soll dieser Absatz
nochmals zusammengefasst werden: Fiir Bewegte Kérper werden Lingen kiirzer.

Nach diesen kleinen Gedankenexperimenten soll nun die Transformation von einem Bezugsystem

ins andere hergeleitet werden, um die einzelnen Aussagen zu verifizieren.



2.3 Die Lorentztransformation

Ausgehend des Relativitdtsprinzips ,,Jedes Inertialsystem ist gleichwertig* konnen wir schon einige

Eigenschaften der gesuchten Transformation angeben:
1. Homogenitét
2. Isotropie (keine ausgezeichneten Richtungen)
3. Universalitéit der Transformation
4. Die Transformation darf nur von der Relativgeschwindigkeit abhéingen

Der allgemeinste Ansatz fiir solch eine Transformation fiir die einzelnen Raumzeit-Koordinaten des

"W

Systems x* in ein System x’* muss folgendermaflen aussehen:

t' = a(v)t + b(v)viz? (2.1)
't = d(v)v't + e(v)z? + f(v)v (Vi) (2.2)

wobei die Einstein’sche Summenkonvention verwendet wird. v ist der Betrag der Relativgeschwin-

digkeit v = Vvivi. In Matrixschreibweise wiirden die Ausdriicke oben so ausschauen:

(t’) _ < a(v) b(v)v? ) <t> (2.3)
2" dw)v'  e(v)d + f(v)v'vl | \ 2t

Im Folgenden werden wir uns aus reinen physikalischen Eigenschaften, die diese Transformation

haben muss, ihre Form herleiten. Dafiir kénnen wir drei Eigenschaften identifizieren:
1. Die Inverse angewandt auf die Transformation muss die Einheitsmatrix I ergeben.

2. Die Inverse muss der Transformation mit negativer Relativgeschwindigkeit entsprechen; A=1(v) =
A(=v).

3. Die Anwendung der Transformation von einem Bezugssystem mit Geschwindigkeit v in ein

Bezugssystem v soll die rdumlichen Koordinaten nicht verédndern.

4. Transformiert man von ein System I in ein System I’ mit v und vom System I’ in ein System
I"” mit Relativgeschwindigkeit w, dann soll es eine Transformation von I nach I"” mit einer

(unbekannten) Geschwindigkeit u geben.

Die ersten beiden Bedingungen an die Transformation kann man in einer Formel darstellen:

A(—v)A(v) =1 (2.4)



( a(v) —b(v)v? ) . < a(v) b(v)v* )
—d(v)vt  e(v)d¥ + f(v)viv? dw)v?  e(v)d* + f(v)vivk

(1 0
_Oéik

Daraus konnen die fiinf Gleichungen aufgestellt werden:

I: a®> — bdv? =1
IL: ab—be — bfv? =0
I1I: —ad + ed + fdv?> =0
—bdvivF + e26%F + 2020tk 4 2efoivk = §iF
—bd + f2v? +2ef =0

Aus der Gleichung IV wurde ein Koeffizientenvergleich (§°*) gemacht um Gleichung V' zu erhalten.
Nun kénnen wir e = 1 identifizieren, also e(v) = £1. Da bei A(0) = I gelten soll, ist ¢(0) = 1 und
somit e(v) = 1. Damit haben wir unsere erste Unbekannte erhalten! Die Gleichungen vereinfachen

sich nun zu:

I: a® — bdv? = 1
I b(a—1— fv?) =0
L d(—a+1+ fv*) =0
—bd + f?v% +2ef =0

Aus Gleichungen IT und 111 kann die Beziehung f = 25 gewonnen werden. Mit der Bedingung drei

U2
kann folgende Gleichung aufgestellt werden:

( a(v) 4 ”—b(v)vj' > ' ( t,> _ <*> (2:6)
—d(v)v"  §7 + f(v)v'e? tv* 0

wobei ' mit tv* ersetzt wurde. Mit der neuen Beziehung zwischen f und a kdnnen wir aus diesem

Gleichungssystem eine weitere Beziehung gewinnen:

dv't + tv' fo*v't = 0 (2.7)

d+14+a—-1=0 (2.8)

d=—a (2.9)

Wobei wir einen Koeffizientenvergleich fiir v* und dann die Beziehung f = avzl eingesetzt haben. I
a’—1

kann nun auf b umgeformt werden und man erhélt b = “—.

Mit der Bedingung vier kann folgende Gleichung aufgestellt werden:

A(w) - A(v) = A(u) (2.10)



a(w) az(?’))_lei a(v) GZ(?))_lej A
- —a(w)w e - Talv ] =Au 2.11
(—a(w)wek 8" + (a(w) — 1)€kez> <_a(v)vel 6" + (a(v) — 1)€Z€]> . =1

a’(w)—1

I: a(w)a(v) + (w)w a(v)v = a(u)
1I: a’(v)—1 j a’(w)—1 j ~1)ed) = a’(u)—1
. a(w) —a(v)v e+ —a(w)w (e + (a(v) )6 ) —a(u)u €
II: —a(v)a(w)wer — a(v)v(e* + (a(w) —1)e*) = —a(u)ue”

IV:
Ma(w)wekej + 6% 4 eFel (a(w) — 1) (a(v) — 1) + (a(v) — 1)(a(w) — 1)eFe? = 6 + (a(u) — 1)e’er

a(v)v
Fiir die weitere Rechnung brauchen wir nur Gleichungen I und IV denn mit einem Koeffizientenver-

gleich bei IV (e’e*) kann man erhalten:

a®(w) —21 _ a?(v) —1 (2.12)

a(w)w

Und diese Gleichung ist nur erfiillt wenn beide Seiten einer Konstanten k entsprechen. Dadurch kann

unsere letzte Unbekannte a durch eine (noch) unbekannte k ausgedriickt werden:

a(v) = Hﬁ. (2.13)

Somit konnen wir nun die Lorentztransformation anschreiben:

Av) = ( a _fff’f "w’)' (2.14)

—av' 0V + v

Zur Herleitung der Minkowski-Metrik miissen wir unsere Zeitkomponente mit unseren rdumlichen
Komponenten der Raumzeit gleichsetzen, 2 = 2z ﬂ Diese Gleichung beschreibt jene Punkte,
welche sich auf dem Lichtkegel befinden. Da das aber laut dem Relativitédtsprinzips in jedem Ko-
ordinatensystem gelten sollte, kénnen wir auch t? = z/?2’% schreiben und unsere Transformation
benutzen [

t' = at — ka(vzx) (2.15)

. ) .a
2’ = —av't + o

= v (vz), (2.16)

wobei v = Vvkovk und x = VzFzF gilt. Wenn wir nun die Gleichungen quadrieren erhalten wir:

t? = a®t* 4+ k*a®(vz) — 2a%k(vz)t (2.17)

3Beachte, dass t = ct gilt!

4Was wir hier tun ist folgendes: Wir sagen, dass jeder Punkt auf dem Lichtkegel in einem Bezugssystem ein Punkt
auf dem Lichtkegel in einem beliebigen anderen Bezugssystems ist. Kurzgesagt: Unter Lorentztransformation bleiben
lichtartige Punkte lichtartige Punkte.



a—1
2

a2’ = av?t? + 2'st + (vz)? — 2a(ve)t — 2a(a — 1)(v)t

a1 , (2.18)
+2 = (vz)
Durch Koeffizientenvergleich bei 2 erhalten wir:
—a? +a*v? +1=0, (2.19)
a* (1 —v%) =1. (2.20)

Wenn wir nun zuriick zur Herleitung der Lorentztransformation schauen, erkennen wir, dass fiir
lichtartige Punkte die Konstante k = 1 gilt. Doch mithilfe der Lorentztransformation kann man noch
allgemeinere Aussagen erzielen. Setzen wir mal im Ausdruck —#"2 + z/*z’" die Lorentztransformation

ein, bzw. wir schauen wie dieser Ausdruck im Bezugssystem x* aussieht:

. ) a .
—t"? + 2% = —(at — a(vr))? + (—av't + ' + 2 v (ve))? (2.21)
-1

—t? 4 2" = —at® + 2a*(vo)t — a*(ve)? + ot + 2 + a 5 (vz)?

W1 v (2.22)
— 2a(va)t — 2a(a — 1)(ve)t +2— (vz)?
v

—t? 4 2% = —t*(a® — a®v?) + 2? + 2(va)t(a® — a — a(a — 1)) (2.23)
—t"? 2% = % 4 22 (2.24)

Man sieht nun, dass dieser Ausdruck anscheinend invariant bzgl. dem Bezugssystem ist! Spéter
werden wir diesen Term als ,,Raumzeit Intervall“ bzw. als , FKigenzeit“ bezeichnen. Mithilfe einer

Matrix konnen wir den Term etwas knapper anschreiben:
—t2 + 2% =, 2t z” (2.25)

Dieses 1, ist die sogenannte Minkowski-Metrik. In der Speziellen Relativitétstheorie hat sie nur
den Nutzen einer einfacheren Notation, aber hier in der Allgemeinen Relativitdtstheorie werden
wir sehen, dass ihr ein tiefer geometrischer Zusammenhang zur Gravitation und Kriimmung der

Raumzeit zugrunde liegt.

10



Kapitel 3

Multilineare Algebra

3.1 Vektorraume

Ein Vektorraum ist eine Menge bestehend aus Vektoren und einem Korper. Der R? wiire ein Vek-
torraum aller 3er Tupel von reellen Zahlen. Die 3er Tupel sind die Vektoren und die reellen Zahlen
bilden den Kérper. Formal werden Vektorrdume so angeschrieben: (V, T'), wobei V die Menge der
Vektoren und I" den Korper darstellt. Wir kénnen nun fiir die einzelnen Mengen der Vektoren und

des Korpers Operatoren fiir Vektoren v, w € V und A, € T einfiihren:
1. +:VxV=V

(a) (v, w)=v+w=w+v

(b) (0,v) =04+v=yv

3. +: I'—=T
(a) (A, ) = A+ p, mit 0 als neutrales Element
4. -:I'=>T

(a) (A, ) = A+ p, mit 1 als neutrales Element

11



Wir haben die Operatoren paarweise nicht umsonst mit dem gleichen Zeichen versehen, denn wir

nfordern?“ nun, dass diese Operationen Gleichheit haben:
LA (v+w) = Av + Aw
2. A+ p)v=Av + pv
3o (A pv =X (pv) = - (Av)

Mit diesen Werkzeugen kénnen wir nun wichtige Erkenntnisse iiber unseren (beliebigen) Vektorraum
erhalten. Sei die Menge (vqy)acr C V, also eine Menge bestehend aus den Vektoren v,, wobei der
Index a eine Nummerierung darstellt. Wir werden die Summe A*v, € V als Linearkombination
bezeichnen. Hierbei sind die A* beliebige Elemente aus I', also sind sie auch eine Teilmenge von I':
(A%)aer € I'. Wir fordern iibrigens, dass die Koeffizienten, A®, fiir endlich viel Elemente ungleich
voneinander sind. Warum hier bei den Zahlen erhéhte Indizes und bei den Vektoren erniedrigte
Indizes gewdhlt wurden, wird spéter erldutert.

Nun kommt ein Begriff, der uns aus der Linearen Algebra sehr bekannt ist: lineare Unabhdngigkeit.
Wir fordern nun, dass unsere Teilmenge des Vektorraums V (v, )aer linear unabhiéngig ist. D.h. es
gilt A*vy = 0 = A* = 0 Va € I. Wir kénnen nun beliebige Vektoren mithilfe der Linearkombination
darstellen, denn diese ist eindeutig: Sei v € V und v = A\%v,, aber auch v = u®v,. Aus v —v = 0,
kann man durch einsetzen folgern, dass A*v,, — p®vq = (A* — p*)v, = v*v4 = 0. Da die Benennung
der Koeffizienten irrelevant ist, muss v® = 0 Va € I. Das muss aber heiflen, dass A\* = pu® Va € 1,
deshalb ist die Darstellung eines Vektors in einer linear unabhéngigen Linearkombination eindeutig.

Nun kann die Frage gestellt werden: Gibt es denn eine maximale linear unabhéngige Teilmenge
M = (va)acr € V. Sei v € V, dann gilt v € M Vv ¢ M. Gilt v € M, dann gilt offensichtlich
v = A%, da v selbst eines der v, ist. Dann kann man schreiben v = A*0v,,, A% = 1. Dann gilt A\*
= 0 VYa # ag. Der interessantere Teil ist wenn v ¢ M gilt. Da wir angenommen haben, M sei linear
unabhéngig, konnen wir annehmen, dass v U M nicht linear unabhéngig ist, da wir sonst v zu M
hinzufiigen kénnen. Da sie nicht linear unabhéngig sind, gilt fiir die Summe Av+ A\“v,, = 0 folgendes:
Wenn A = 0 gilt, haben wir wieder die Definition einer linear unabhéngigen Linearkombination.
Deshalb fordern wir, dass A # 0 gilt, dann kénnen wir die Summe auf v umformen und erhalten:

a

v = )‘A Vo = U™*Vq, was wiederum eine eindeutige Linearkombination ist. Wenn wir jeden Vektor

im Vektorraum V durch eine Linearkombination darstellen konnen, dann nennen wir die Menge der
linear unabhéngigen Vektoren eine Basis. Also kann man auch fragen, gibt es solch eine Basis? Die
Antwort ist ja und fiir ihre Begriindung miissen wir in die Mengenlehre gehen.

Sei (A, <) eine teilgeordnete Menge. D.h. sie hat folgende Eigenschaften;
1. a<aVaec A
2. a<bAb<a—a=Wabe A

3.a<bAb<c—a<cVa,bce A

12



Wir sehen, dass die Elemente in der Menge A mit diesen Eigenschaften geordnet werden koénnen.
Mit dieser Definition kénnen wir weiterarbeiten.

Sei M eine Menge. Dann ist P(M) die Potenzmenge von M, d.h. sie beinhaltet alle Teilmengen
von M. Hier ein Beispiel: Sei M = {1, 2,3}, also eine Menge mit den drei Elementen 1, 2 und 3. Die
Potenzmenge wiirde nun so ausschauen: P(M) = {{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2, 3}, {0}},
wobei wir fordern, dass die leere Menge () auch ein Element der Potenzmenge ist. Mathematisch
kann man die Potenzmenge so anschreiben: P(M)={U | U C M}.

Nun brauchen wir nur noch einen Begriff, und zwar das Lemma von Zorn. Das Lemma von Zorn
besagt, dass wenn in einer teilgeordneten Menge (A, <) jede Kette eine obere Schranke besitzt,
dann existiert ein maximales Element K in A. Was ist nun eine Kette? Eine Kette T ist eine
totalgeordnete Teilmenge von A, d.h. sie erfiillt alle Eigenschaften der teilgeordneten Menge A, nur
mit einer zusétzlichen Eigenschaft: « <bVv b < a,Va,b € T, d.h. fiir alle a und b gilt stets nur, dass
eines grofergleich als das andere ist. Nun fordern wir fiir das Lemma von Zorn, dass diese Ketten
eine obere Schranke besitzen, d.h. Fiir jede Kette T in A existiert ein s € A, sodasst <sVt e T
gilt. Also bedeutet das, dass es ein Element s in unserer teilgeordneten Menge A gibt, welches grofler
ist als alle Elemente der Kette T. Nun folgt das Lemma von Zorn: In A gibt es nun ein maximales
Element m, wofiir es kein gréfieres Element in A existiert. Wenden wir nun dieses Lemma auf unseren
Vektorraum an, um zu verifizieren, dass es eine Basis dafiir gibt.

Sei (L, <) eine Teilgeordnete Menge fiir die gilt: L = {LCV| L ist lin. unab.}. L ist also eine
Menge bestehend aus Mengen von Vektoren unseres Vektorraums V, die linear unabhéngig sind.
Elemente von L wéren z.B. L; und Ls. Fiir diese Elemente gilt L; < Ly < L; C Ls. Sei nun K
eine Kette auf L, d.h. VL{,Lo : Ly > Ly V Lo > L. Nun nennen wir in weiser Voraussicht L* die
Vereinigung aller Elemente L aus K : Lx = Upcx L. Dadurch gilt L; < Lx,VL; € K. D.h. die Menge
L* enthélt alle linearunabhingigen Mengen aus K. Nun miissen wir zeigen, dass L* ein Element von
L ist. Das wiirde bedeuten, dass L* linear unabhéingig ist und mit dem Lemma von Zorn dass L*
das maximale Element von L ist.

Also wir miissen zeigen, dass L* = (v4)aer, wobei Moz = 0, \* = 0V\? gilt. Fiir Linearkombina-
tionen gilt aber, dass sie endlich sein miissen, deshalb betrachten wir nur eine endliche Anzahl n der
Koeffizienten: A%, ..., A% und vg,, ..., vs, . Da L* = (v4)aer gelten soll, aber L* eine Vereinigung von
Elementen L aus K ist, kénnen wir sagen, dass jedes vg, in mindestens einem Lg, enthalten ist. Das
kénnen wir fiir alle vg, behaupten: vg, € Lg, € K,...,v3, € Lg, € K. Die Teilmenge (Lg, , ..., Lg,)
von K ist wie K eine Kette, d.h. wir konnen wieder die Elemente mit < vergleichen. D.h. wenn ohne
Beschrankung der Allgemeinheit wir nun sagen, dass Lg, < Lg, gilt, konnen wir behaupten, dass
vg, sowohl in Lg, als auch nun in Lg, ist. Usw. kann man dieses Spiel weiter spielen, bis man zum
Schluss kommt, dass es eine obere Schranke Lg. gibt, die alle vg, beinhaltet und Teil der Kette ist.
D.h. in Lg, sind unsere Vektoren enthalten und sie ist linear unabhéngig, weil Lg, Teil der Kette
ist, wobei die Kette ein Element von L ist und da sind ja alle unseren linear unabhingigen Men-

gen drinnen. Aus diesen Uberlegungen kénnen wir nun sagen, dass L* linear unabhingig ist. Somit
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haben wir bewiesen, dass es eine maximale Anzahl an linear unabhéngigen Vektoren in unserem

Vektorraum gibt.

3.2 Der Dualraum

Wie Prof. Balasin gerne sagt, wenn man einen Vektorraum V hat, bekommt man immer etwas gratis
dazu, nimlich den dualen Vektorraum V. Der duale Raum sei folgendermaflen definiert: V= {¢:V—
[|¢ ist linear}, d.h. die Elemente des dualen Raums sind Funktionen, die Vektoren als Input haben,
und als Output Skalare hat. Da diese Eigenschaft nicht reicht um einen Vektorraum aufzubauen,

miissen wir noch fordern, dass ¢ linear ist. D.h. es gilt:
1. ¢(v1 + v2) = ¢(v1) + B(va), Vo1, vs € V
2. p(Av) =X p(v)Vvy € VAL ET

Daraus folgen auch diese Eigenschaften:
L (¢4 9) (01 +v2) = $(v1) + ¢(v1) + §(v2) + 9 (v2), Y, ¢ € V
2. (¢ + ) (M) = Ao(v) + ¥ (v))

Alles schén und gut, die dualen Vektoren sind also Funktionen, die durch die Wirkung auf Vektoren
definiert sind. Durch die Linearitét folgen noch viele andere Eigenschaften, die die Wirkung von
dualen Vektoren auf Basisvektoren beschreibt: Sei (E,) eine Basis von (V, T') und ¢ € V, dann
nennen wir die Wirkung von ¢ auf E,, also auf einen beliebigen Basisvektor, ¢(E,) = ¢o € T'. Sei
nun v ein beliebiger Vektor in V, welcher folgende Linearkombination hat: v = v*E,, wobei v® nur
Zahlen sind, d.h. € T'. Was passiert nun wenn wir ¢ auf unseren Vektor v wirken lassen? Wir wiirden

folgendes erhalten:
B(v) = B(v" Fa) = v"9(Ea) = 00 €T. (3.1)

Wir bekommen also eine Summe von Termen, die die Produkte aus den Koeffizienten zur jeweiligen
Basis und der Basisvektoren, ausgewertet an ¢. Nun sind wir sehr schlau und fithren eine duale Basis

ein, die wir nun einfach iiber ihre Wirkung auf eine beliebige Basis von V definieren:
e*(Ep) = d5. (3.2)

Hier soll noch einmal auf die Indizes geachtet werden: Ein oberer Index steht fiir ein Element des
dualen Raums und stellt eine Funktion dar, wihrend ein unterer Index ein normaler Vektor unseres
Vektorraum V ist. Doch wie soll man sich jetzt eine Basis einer Funktion vorstellen? Dafiir werden

wir hier ein kleines Beispiel durchrechnen.
Mathematical Interlude: Die Duale Basis
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Fiir eine duale Basis brauchen wir natiirlich eines: eine Basis des Vektorraums! Doch welche
nehmen wir? Die Frage ist hinféllig, da fiir jede Basis eine andere duale Basis existiert. Nehmen wir

an, wir haben folgende Basis des R? gegeben:

- 1 - 1
ae()n- () s

Nun wissen wir, dass unsere duale Basis mit dieser Basis folgende Beziehung hat:

e*(Ep) = d5. (3.4)
Explizit ausgeschrieben heifit das:
el(E) =1 (3.5)
el(EQ) = O (36)
e} (B) =0 (3.7)
A(By) =1 (3.8)

Was machen wir nun? Wir kénnen annehmen, dass unsere Funktionen e! und e? die Komponenten

unserer Basis mit einer Konstante multiplizieren und diese Terme addiererﬂ
GalEgl + eazEij = 5% (39)

Wobei die griechischen Indizes fiir die jeweiligen Vektoren und Funktionen sind. In Matrixschreib-

611 612 E11 E21 1 0
21 22 - (3.10)
(& € E12 E22 0 1

Fiir die Basisvektoren eingesetzt erhalten wir:

ell el2 1 1 _ 1 0 (311)
2l e22)\1 1) \o 1 '

611 + 612 611 _ 612 1 0 (3 12)
e21 + 622 621 _ 622 0 1
I'Warum kénnen wir das? Na weil die Dualen Vektoren lineare Funktionen sind, also kénnen die Komponenten nur
mit Potenz 1 vorkommen.

weise angeschrieben heifit das

Ausmultipliziert gibt das:
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Dieses Gleichungssystem ist leicht zu 16sen und erhalten dadurch:

(;1 Z”) — ( E ) (3.13)

1
2
Also haben unsere linearen Funktionen folgende Form:

SIS

e (By) = %(1 +1)=1 (3.14)
e*(Fy) = %(1 —(-1) =1 (3.15)
eL(By) = %(1 +(=1)) =0 (3.16)

eA(Ey) = %(1 —1)=0, (3.17)

So sehen die genauen Darstellungen der Wirkungen der dualen Vektoren auf die Basis. Schén und gut,
aber nicht jeder Vektor ist eine Basis, wir wollen wissen was das el (v) ist, fiir beliebige Vektoren v. Tja
hier kommt die wichtige Beziehung (3.1) ins Spiel. Sei v ein Vektor mit folgender Linearkombination
mit unseren Basisvektoren: v = xE; + yFs. In der Basis (F,) wiirde der Vektor also trivialerweise
so ausschauen: v = (). Wenn wir nun wissen wollen was z.B. e!(v) ist, miissen wir nur fiir v unsere

Linearkombination einsetzen und die Linearitéit ausnutzen:
el (v) = e (zBy + yEy) = we' (By) +ye' (Fy) =21 +y0 = 2 (3.18)

Also erhalten wir die Komponente des Vektors beziiglich der Basis, wenn wir den jeweiligen dua-
len Vektor draufjagen! Und so erhalten wir den Wert eines dualen Vektors, angewendet auf einen
beliebigen Vektor, wenn wir ihn in der Basis gegeben haben. Diese Beziehung wird uns noch oft
begegnen! Deshalb betone ich diese Beziehung nocheinmal: Mit einem dualen Vektor kénnen wir die

Komponenten eines normalen Vektors extrahieren.

Doch wie konnen e! und e2? eine Basis eines Vektorraums sein? Betrachten wir eine lineare

Funktion ¢ € v, ausgewertet an einer beliebigen Basis (F,):

$(Ea) = ¢a = ¢505 = ¢pe’ (Ea) (3.19)

Aha! Wir kénnen die Werte der Funktion ¢, ausgewertet an der Basis (F,) anschreiben als eine
Linearkombination von unserer Dualen Basis ¢”! Doch wenn links die Funktionswerte von ¢ an
der Basis ausgewertet gleich der Funktionswerte einer anderen Funktion fiir alle méglichen Inputs
ist, dann sind diese Funktionen gleich! Anders gesagt: Sind die Wertetabellen zweier Funktionen
fiir alle Argumente gleich, sind die Funktionen gleich. D.h. fiir einen endlichdimensionalen dualen

Vektorraum stellt die Menge (e®) eine Basis fiir alle anderen linearen Funktionen dar!
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3.3 Multilineare Funktionen

Wir haben uns nun intensiv mit linearen Funktionen auseinandergesetzt, jetzt wird es spannend!
Nun stellen wir uns die beliebigen bilinearen Abbildungen vor: B(V,T') = {f: V x V — I' | f ist linear
in jedem Argument <> bilinear}. In Worten ist das die Menge der Funktionen, die zwei Vektoren
unseres Vektorraums V als Input nehmen und diese dann in unseren Koérper I' abbilden, dariiber

hinaus miissen alle Funktionen f bilinear sein, also linear in beiden seiner Argumente. D.h.

Vf,ge BVu,w eV :(f+g) (v,w)= f(v,w)+ g(v,w) (3.20)
A Hv,w) ==X f(v,w) (3.21)

Als kleine Sidenote: Stellt man sich nun vor der Vektor w wire festgehalten, wiirde eine bilineare
Funktion f nur noch einen Input haben und dadurch nicht mehr bilinear, sondern nur linear sein.
Man betrachte nun wieder eine Basis (E,). Setzt man jeweils den Basisvektor E, und Ejg in die

beiden Argumente einer bilinearen Funktion f ein, so folgt:
f(Ea,Eg) = fap €T. (3.22)
Fiir beliebige Vektoren v und w gilt nun, analog zu den dualen Vektoren:
f(v,w) = f(v*Eq,w’Eg) = v*w" fop. (3.23)

Das ist das bilineare Analogon zu Gl. (3.1). Statt einer Summe, erhalten wir hier zwei Summen iiber
zwei Indizes o und S.

Nun konnen wir uns die Frage stellen: Kann man eine bilineare Funktion aus B als ein Produkt
von zwei linearen Funktionen darstellen? Fiir die Antwort betrachten wir nun zwei lineare Funktionen
¢ und ¢ € V. Nun behaupten (?7) wir, dass das Tensorprodukt ® zwischen ¢ und ¢ ein Element aus
B(V,I') ist. Was ist ein Tensorprodukt? Naja, wir definieren es so:

(@ @) (v,w) := ¢(v) - P(w) (3.24)

Einfach das Produkt der Funktionen, ausgewertet an dem jeweiligen Vektor. D.h. zu zwei Elementen
aus dem dualen Raum, gibt es ein Element im bilinearen Raum.

Betrachterﬂ wir nun einen Vektorraum, der nur aus solchen Tensorprodukten aufgebaut ist:
VeV =gV = {E(¢,w)e\7®9)‘(¢7w)¢®¢} C B(V,T'). Was heifit das jetzt? Nun es ist ein Vektorraum,

dessen Elemente Tensorprodukte von dualen Vektoren sind, die in einer Linearkombination aller

2Ja wir betrachten sehr viele Dinge hier.
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mdéglichen ¢’s und ¢’s dargestellt werden. Seien nun f; und fo € ®2V, dann gilt:

1,2 "
fr2 =X nAsn? @Y, %V, (3.25)
fit o=\ + X))o @, € @V, (3.26)
pefir=SuNo @y, € @V, (3.27)

Nun haben wir schon einen Verdacht, der lautet: Ist unser gerade gebauter Vektorraum @2V gleich
B(V,I")? Diese Antwort kénnen wir beantworten, wenn wir zeigen kénnen, dass ein beliebiges Element
von B auch als Element aus ®2V geschrieben werden kann. Sei wieder f € B(V,T') und (E,) eine

Basis von V:

F(Ba, Eg) = fap = f150105 = free” (Ea)e’ (Eg) =

(3.28)
f’st(e’y ® eé)(Ea, Eﬁ) = (fry5€7 ® 65)(EQ7EB)

Wir haben es gerade geschafft die Funktion f mit einer anderen Funktion, die eine Linearkombination
von Tensorprodukten ist, gleichzusetzen. Aber beide Funktionen werden an den selben beliebigen
Argumenten ausgewertet, d.h. dass diese Funktionen dieselben sind! Damit haben wir bewiesen, dass
jedes beliebige Element von B als ein Element aus ®2V dargestellt werden kann. Da das also fiir
jedes Element, also fiir jede Funktion gilt, gilt offenbar B(V, T') = ®2

Nun hat das Studium uns vollig verriickt gemacht und wir wollen nun mehr. Nun betrachten wir
Funktionen, die in beliebig vielen Argumenten, nennen wir die Anzahl p, bilinear sind. Diese sind
Elemente des Vektorraums @PV = Mult,(V, T') = {f : V x V x ... x V — T'| f ist multilinear}. D.h.
es handelt sich um Funktionen die p Argumente haben, und in jedem Argument ist die Funktion

linear. Ohne Beweis gelten folgende Sachverhalte:
L. Sei f € Multy: f(Ea,, s Ba,) = fay..a,€™ @ ... ® €7 (Eqy, ..., Ea,).
2. e ®...® e Stellt eine Basis in Mult,, dar.

Also wir wissen, wie alle Funktionen auf eine Basis wirkt und wie wir die Funktionen in einer Basis
darstellen konnen.

Bevor wir weiter gehen wollen, méchte ich nochmals rekapitulieren was wir hier eigentlich gemacht
haben: Wir sind von einem Vektorraum ausgegangen und haben uns die Frage gestellt, was man mit
linearen Funktionen alles machen kann. Wir haben gesehen, dass man mithilfe der dualen Vektoren
die Komponenten von Vektoren extrahieren kann und dass Funktionen eine Basis haben kénnen, die
fest mit einer ganz bestimmten Basis des Ausgangsvektorraums verbunden istﬂ WEeil ein Argument
langweilig ist, haben wir auch bilineare Abbildungen analysiert und haben festgestellt, dass diese
auch eine Basis besitzen und sehr dhnliche Eigenschaften haben, wie die normalen dualen Vektoren.

Nun als letztes haben wir noch kurz multilineare Funktionen betrachtet und fiir die gelten dieselben

3Der letzte Schritt in der Umformung gilt nur, wenn der Vektorraum endlich dimensional ist
dex (Eg) = §g
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Dinge wie zuvor. Als néchstes wollen wir wissen, was eigentlich der duale Raum des dualen Raums

eigentlich ist.

3.4 Der Doppel-Dual-Raum

Also, wir haben uns nun griindlichst mit dem dualen Raum beschéftigt, aber was wére der duale
Raum des Dualen Raums? Sagen wir mal, es gibt ihn, dann wiirden wir ihn als V bezeichnen. Was
sind seine Elemente? Keine Ahnung, sagen wir mal, sie heiflen ®. Die Funktionen des Dualen Raums
haben Vektoren des Vektorraums genommen und in den Korper I' abgebildet. Also kann man die
Verbindung machen und sagen, dass die Elemente des Doppel-Dual-Raums Funktionen nehmen und
diese in den Korper I' abbilden. Was das eigentlich nun heiflen soll, wird in kiirze erklart. In Zeichen
heifit das: ® € ‘:/, ® : V — I'|® ist linear. Aber eine Funktion von V macht erst Sinn, wenn man sie

an einen Vektor v aus V auswertet. Deshalb sagen wir nun:

Dy(¢) == ¢(v). (3.29)

In sehr dhnlicher Form funktioniert die bekannte Dirac-Delta Distribution: §[¢(x)] = ¢(0). Da wir

fordern das @ linear ist, gilt:
L ©y(¢1 + ¢2) = (¢1 + ¢2)(v) = $1(v) + d2(v)
2. ©y(Ap) = Ag(v)

Da v ein beliebiger Vektor ist, konnen wir sagen, dass v = vy + vo. Dadurch folgt

Dy 0, (9) = () = ¢(v) = d(v1 + v2) =

(3.30)
¢(U1) + (b(UQ) = (I)vl ((b) + (I>U2 (¢) = ((I)Ul + (I)Uz)((b)

und
Dy = A, () = AG(v). (3.31)

Irgendwie hat man das Gefiihl, dass es egal ist, ob ich nun ein Element fiir einen Vektor v aus dem
Doppel-Dual-Raums nimm und ihn an einer Funktion auswerte oder ob ich gleich die Funktion an
v auswerte. Wir werden deshalb die folgende Notation verwenden: v(¢) = ®,(¢) = ¢(v). Deshalb
kénnen wir sagen, dass V' C V ist. Nun stellt sich die Frage, ob die Gleichheit zwischen diesen

Grofen gilt. Dafiir betrachten wir ein ® € V und werten es an einem dualen Basisvektor e® aus:

D(e”) = ¢ = dP65 = e (Ep) (3.32)
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Da wir in unserer neuen Notation v(¢) = ®,(¢) = ¢(v) schreiben kénnen, konnen wir auch e*(Eg) =
Eg(e®) schreiben:

D(e”) = PPe*(Ep) = DPEg(e”). (3.33)

Wir haben somit ® als eine Linearkombination der Basisvektoren E, geschrieben. Aber halt, ei-
ne Linearkombination von Vektoren ist doch... ein Vektor? Das wiirde heiflen, jedes Element aus
dem Doppel-Dual-Raum ist ein normaler Vektor unseres Vektorraums V! Und dem ist auch so, der
Doppel-Dual-Raum ist unser altbekannter Vektorraum V.

Warum haben wir diese abstruse Identitit hergeleitet? Dass Vektoren Vektoren sind, haben wir
schon vorher gewusst. Aber nun haben wir eine neue Eigenschaft unserer Vektoren gefunden, wir
konnen sie als Elemente des Doppel-Dual-Raums auffassen und sie so als Funktionen verstehen. Nun
konnen wir von doppel-dualen Vektoren zu doppel-multilinearen Funkionen gehen, so wie wir es
schon beim normalen Dualen Raum gemacht haben. Unser Mult,V : {f : V x V..V f ist multiline-
ar} ist nun ein Vektorraum der multilinearen doppel-dualen Vektoren, oder equivalent: @4V = @IV
D.h. seine Elemente sind (v1 ® ... @ vg)(P1, ..., Pg) = v1(¢1) - ... - v4(@q), also Tensorprodukte von

Vektoren, ausgewertet an Funktionen. Doch kénnen wir ja den Spie umdrehen und sagen, dass
v1(@1) - oo - vg(Pg) = P1(v1) - ... - Pg(vy) eigentlich ist.

Nun gehen wir einen sehr grofien Schritt nach vorne. Jetzt verbinden wir das schon gelernte
um eine Abbildung zu erschaffen, die p Duale-Vektoren und q Vektoren als Argumente hat. Eine
solche Funktion ist ein Element des Vektorraums Mult, ,: @2V {t: VXX VXV xV.xV =T
t ist in jedem Argument linear} [’} D.h. die Elemente des Vektorraums @bV = (®PV) ® (®4V)
sind Funktionen die p Argumente haben, die normale Vektoren sind, und q Argumente haben,
die Duale-Vektoren sind. Wir kénnen die Elemente als Linearkombination wieder anschreiben: ¢ =
D3P S SIS (01®...0¢, @11 ®...Qv,). Hier muss man vorsichtig nun sein: t hat p Argumente, die
Vektoren sind, deshalb braucht t in der Linearkombination auch p Duale-Vektoren im Tensorprodukt,
um die Argumente auszuwerten. Dasselbe gilt fiir die q Argumente, die Duale-Vektoren sind.

Mit diesen Werkzeugen in den Hénden kénnen wir uns nun auf die Tensoralgebra stiirzen.

3.5 Tensoralgebra

Die Objekte des letzten Abschnittes werden auch Tensoren genannt, wobei p und q jeweils eine
beliebige natiirliche Zahl sein kann. Was wire dann ein ®3V? Das ist ein Tensor der Stufe (0,0);
Skalar, einfach eine Zahl. Ein ®}V? Um das zu iiberpriifen, gehen wir zuriick zur Definition unseres
Mult,, : @PV{t: Vi X oo X Vg x Vi X Vg... x V; — T| t ist in jedem Argument linear}ﬂ Hier haben wir

5Da die Notation hier sehr wichtig ist, konnte sich der Autor seiner eigenen Mitschrift nicht mehr sicher sein.
Deshalb wird von nun an der Merkzettel zur ART von https://goldsilberglitzer.at/ verwendet.

6V; kennzeichnet hier nur eine Nummerierung, um die Anzahl der Argumente hervorzuheben. An sich sind es immer
dieselben Vektorrdume.
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gesagt, dass t p Argumente Duale-Vektoren und q Argumente Vektoren hat. Als Regel muss man

sich das nun merken:

@bV bedeutet ein Tensor der Stufe (p,q). Der obere (p) Index zeigt an aus wie vielen Vektoren der

Tensor bestehﬂ und der untere (q) zeigt an wie viele Duale—Vektorerﬁ

D.h. ein Tensor der Stufe (1,0) ist ein normaler Vektor. Ein Tensor der Stufe (0,1) ist ein Dualer-
Vektor. Der Begriff ,,woraus der besteht* wird klarer, wenn wir gleich die Basis eines (p,q) Tensors
einfiihren.

Sei t ein Tensor der Stufe (p,q), also er hat p Duale-Vektoren und q normale Vektoren als Input.

Wenden wir den Tensor t auf eine Basis (E,) und eine duale Basis (e”) an, kénnen wir schreiben:

§1...0 B
t(e,...,e% Ea,,..Eo,) =t = twll,”ﬁaf;...(séjagll...5;131 =
d1...0
100 By, (e™)...Es, (e7)e" (Eq, ). (Ea,) = (3.34)
(t0% Bs, @ ... ® Bs, " @ ... @ 1) (™, e, Ea,, ..., Ea,).

Und schon wieder haben wir zwei Funktionen, ausgewerten an den selben Argumenten, gleichgesetzt.
D.h. (Es, ®...® Es, @ e" @ ... ® e74) stellt eine Basis des Vektorraums @0V dar! D.h. wir kénnen
alle beliebigen Tensoren als Linearkombination von dieser Basis und normalen Skalaren darstellen.

Mathematical Interlude: Abstrakte Indexschreibweise

Da wir alle wissen, dass Physiker im Herzen alle faul sind, miissen wir uns nun eine Schreib-
weise angewohnen, die diese Faulheit widerspiegelt. Ihr Name lauten Abstrakte Indexschreibweise.
Mit dieser Notation kénnen wir ohne explizite Nennung der Basis angeben, um welches Objekt
es sich handelt. Z.B. was konnte v sein? In unserer bisherigen Notation kann das Alles mogliche
sein, ein Vektor, aber auch ein Tensor der Stufe (6,9)! Hier findet man die Stirke der abstrakten
Indexschreibweise.

Allgemein kann man nun sagen, dass wir Tensoren t mit beliebiger Stufe (p,q)ﬂ anschreiben
werden als t — tlegf Wir werden also die Art, um welchen Tensor es sich hier handelt mit lateini-
schen Buchstaben anschreiben, wihrend wir seine Komponenten bzgl. einer Basis mit griechischen
Indizes bezeichnen werden. In Tabelle ist die neue Notation fiir wichtige Beispiele illustriert. Als

Faustregel kann man hier nun sagen:

Ein oberer abstrakter Index zeigt ein Element des Vektorraums V an, ein unterer abstrakter Index

zeigt ein Element des Dualen Raums an.

Dabei ist aber der lateinische Index kein Summenindex, auch keine Nummerierung. Er zeigt einfach
die Stufe des Tensors direkt an, ohne eine Basis explizit hinzuschreiben. Am Anfang macht es noch

nicht viel Sinn, aber mit der Zeit erkennt man den Wert dieser Notation. Z.B. kénnen wir den Vektor

"Bzw. wie viele Argumente Duale-Vektoren sind.
80der wie viele Argumente normale Vektoren sind.
9Die Stufe ist ja aus dem Buchstaben t nicht ersichtlich.
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Objekt Alte Schreibweise | Neue Notation
Vektor v v®
Dualer-Vektor w Wa
Skalar f f
Tensor (p,q) t th.'ff?f
Tensor (0,2) g Jab

Tabelle 3.1: Abstrakte Indexschreibweise

v jetzt anschreiben als
v =vYES. (3.35)

Wobei {iber a summiert wird, aber a nur die Art des Tensor anzeigt. Weil v* und auch natiirlich die
Basisvektoren (E2) Vektoren sind, erhalten diese beiden Objekte abstrakte Indizes a, wobei darauf
geachtet werden muss, dass dieselben freien abstrakten Indizes auf beiden Seiten der Gleichung

auftauchen. Ein Element des dualen Raums wire dann:

Wa = Wa€l (3.36)
Die lineare Funktion w, an v* ausgewertet, wire dann:

w(v) = wev® (3.37)

also zeigt ein kontrahierteﬂ abstrakter Index eine Anwendung einer Funktion an! Hier konnen wir

noch weiter machen, ein Tensorprodukt wire:
(w® @) (v, w) = Wabpv®w® = wav?Ppuw® (3.38)

D.h. ein beliebiger Tensor der Stufe (1,3) kénnte dann als Tensorprodukt von den einzelnen Tensoren

angeschrieben werden
tgb _ rabec — ’Ua’wb@c (339)

Fiir beliebige Vektoren und Duale-Vektoren. Doch was ist, wenn wir einen Tensor in einer Basis

darstellen wollen? Das wiirde so gehen:
ay...ap 51...0 a Y Y
tbll___bq” = tvll.,_,;;Egj ~"E5§6b11 g (3.40)

Wie versprochen, wird iiber alle griechischen Indizes summiert, wiahrend die lateinischen Indizes die

1045 in einem Term zweimal vorkommender
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Art des Tensors anzeigen. Und nun ergibt unsere vorherige Notation des ®7V mehr Sinn, denn wir
kénnen nun den oberen Index nun direkt mit einem Vektor v® und den unteren Index mit einem

Dualen-Vektor w, identifizieren.

Nun gibt es besondere Tensoren, mit besondere Eigenschaften: Die Metrik. Wir kennen schon eine
Metrik: die Minkowski-Metrik der SRT. Mit einer Metrik kann man die abstrakten Indizes hinauf

und hinunterschieben:
U gy = vy € V (3.41)

Wir kénnen also mit der Metrik aus Vektoren Duale-Vektoren machen! Aber wir wissen noch mehr!

Fiir eine orthonormale Basis (E?) des Vektorraums gilt:
NabEGEf = Nap < diag(—1,1,1,1) (3.42)

Also hat die Metrik die Form einer Diagonalmatrix mit einem negativen Eintrag. Hier muss aber
unterschieden werden: 74, ist ein Tensor der Stufe (0,2), d.h. in ihrer Basis hat die Metrik zwei
Duale-Vektoren:

Nab = Napesey, (3.43)

Also hat die Metrik bzgl. zu einer orthonormalen dualen Basis die Form einer Diagonalmatrix. Hier
ist der grole Unterscheid zwischen ihrer Form bzgl. einer Basis und dem eigentlichen Tensor. So wie
man die Komponenten des Vektors v = (3 ) bzgl. einer Basis nicht als den Vektor selbst ansieht. Hat
man nun eine andere ONB (Eg) gegeben, gibt es eine lineare Transformation zwischen den beiden

Basen:
E2 = ASEj§ (3.44)
Dann kann man die Eintrége 7,8 der Metrik bzgl. der einen Basis mit der anderen gleichsetzen:
Nap = NavELE) = nay ESEY (3.45)
Setzen wir nun das Transformationsgesetz ein, erhalten wir:
Nap = WabAiE(?AEEg = AiAgnMa (3.46)

wobei wir wieder die Bezichung zwischen der Metrik und der Basis (E%) benutzt haben. Wie sehen

nun Tensoren aus, wenn sie mit der Metrik verdndert wurden? Dazu betrachten wir einen Vektor v®
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und sehen uns seine kovarianten Komponeten mithilfe der Metrik an:

v* =v*ES (3.47)
V' Nap = v ESNap (3.48)
vy = v Elnseled (3.49)
vy = v (3.50)
vy = vsed (3.51)

Explizit gilt fiir die Komponenten eines 4-Vektor in der SRT:
Vs = V15~ (3.52)
vg = vy = —0° (3.53)
v =0y = vl (3.54)
ve =07y = v? (3.55)
v3 = V3, = 03, (3.56)

also sind die rdumlichen Komponenten eines 4-Vektors gleich, nur die zeitliche Komponente hat ein

anderes Vorzeichen. Die Inverse der Metrik existiert auch und lautet n?® € ®2V. Fiir sie gilt:

n* =n*’ELE} (3.57)
n""mbe = 1°° By Egmnsef e = n*Pnys0) Eqel = 6550 = 60 (3.58)

Nun haben wir vieles zu Vektorrdumen und multilinearer Algebra gelernt. Wir haben heraus-
gefunden, dass jeder Vektorraum eine Basis hat, und die Vektoren eine eindeutige Basisdarstellung
haben. Weiters fanden wir einen zusétz-lichen Vektorraum, den Dualen-Raum. Hier haben wir eben-
falls eine Duale-Basis gefunden, welche fest mit unserer Basis des Vektorraums verbunden ist. Dann
haben wir uns an multilineare Funktionen herangetraut, fiir beliebige Argumente. Dort fanden wir
die allgemeinste Form eines Tensors, ndmlich als multilineare Funktion mit Argumenten aus V und
V. Weiters haben wir eine neue Notation eingefiihrt, um Basisunabhingig unsere Objekte anzu-
schreiben. Als letztes haben wir uns noch die Metrik genauer untersucht. Nun kénnen wir zum

néchsten Kapitel vordringen: Die topologischen Rdume und Mannigfaltigkeiten.
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Kapitel 4

Topologien und topologische

Riaume

4.1 Begriffe der Topologie

Die entscheidenden Riume, in denen sich die Allgemeine Relativitéitstheorie aufhélt, sind die to-
pologischen Réume. Man kann sie als verallgemeinerte Vektorrdume ansehen. Zwei Objekte sind
fiir topologische Raume wichtig: Eine Menge X und eine Topologie X. Was eine Menge ist, wissen
wir: Ein Verbund von unterscheidbaren Elementen. Z.B. wire {1,2,3,4,5,6}, die Augenzahlen eines
Wiirfels eine Menge. Was soll nun eine Topologie sein? Eine Topologie (auf X) ist die Menge von
Teilmengen von X, die mindestens 2 Elemente hat: die Leere Menge ) und X selbst. D.h. die Elemen-
te einer Topologie X sind Mengen selbst. Ohne weitere Bedingungen wire eine Topologie fiir unseren
Wiirfel folgende Menge: X = {01,092, X, 0} = {{1},{3},{1,3}{1,2,3,4,5,6},0}, man beachte, dass
X X und @ beinhaltet und, dass O; ,richtige“ Teilmengen von X sind. Aber da unser Leben sonst
viel zu 6de ist, gibt es noch zusétzliche Forderungen an unseren topologischen Raum, drei an der
Zahl:

1. 0, X e A
2. 01,026%—>Olﬂ02€%
3. (04) CTX > UyO4 €X

Was bedeutet das? Die erste Bedingung ist trivial und schon besprochen. Die zweite ist interessanter:
Wir nehmen zwei Teilmengen der Menge XE], die Elemente der Topologie X sind, und bilden den

Durchschnitt. Und dieser Durchschnitt soll auch wieder ein Element von X sein. Die dritte Bedingung

1Wie bereits erwihnt
2auch offene Mengen O, genannt!
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ist dhnlich: Dieses Mal nehmen wir eine beliebige Anzahl von Teilmengen von X, die wie immer
Elemente von X sind, bilden die Vereinigung davon und diese Menge soll auch wieder in X liegen.
Wegen diesen Bedingungen ist auch unsere ,, Topologie* des Wiirfels keine richtige Topologie, denn
wenn wir den Durchschnitt von {1,3} mit {1,2,3,4,5,6} bilden, ergibt das die Menge {2,4,5,6},
welche nicht in X enthalten ist, ergo keine Topologie.

Wenn nun X eine Topologie X hat, nennt man das Paar (X, X) einen topologischen Raum. Es gibt
nun zwei besondere Arten von Topologien X: die Indiskrete Topologie J und die diskrete Topologie
©. Die indiskrete ist das Minimum, was eine Topologie konnen muss, denn sie besteht nur aus der
Leeren Menge () und X selbst: 7 = {(), X}. Die diskrete Topologie ist sozusagen das Gegenteil, sie
beinhalten alle moglichen Teilmengen von X. D.h. sie beinhaltet die sogenannte Potenzmenge P(X):
® = {P(X)}. Die Potenzmenge ist so definiert: P(X) = {U|U C X}, also alle Teilmengen von X.

Nun konnen wir den Begriff der Konvergenz auf einem topologischen Raum definieren:
Sei (x,) € X, 2, > 2 € X :¢> zu jedem O € X: 2 € O 3 Np € N sodass x,, € O fiir n > Np.

Umgangssprachlich heifit das: Die Menge der Folgenglieder (x,,) sei eine Teilmenge unserer Menge X.
Wenn die Folge gegen einen Grenzwert x konvergiert, bedeutet das, dass es eine offene Umgebung O
um den Grenzwert x gibt. Dariiber hinaus gibt es einen Folgenindex Ny fiir den gilt, dass alle Folgen-
glieder mit einem gréfleren Folgenindex in dieser Umgebung um x sind. Dieses Konvergenzkriterium
ist sehr &hnlich zur e-Umgebung aus Analysis 1.

Fiir unsere beiden Topologien J und ® bedeutet das nun folgendes:

1. In topologischen Raumen mit der indiskreten Topologie J konvergiert jede Folge, da es nur
eine Umgebung O um den Grenzwert geben kann, und zwar die ganze Menge selbst, O = X.
Da aber jedes Folgenglied in der Menge enthalten ist, konvergiert jede Folge gegen jeden Wert

von X. Kurzgesagt: Alle Folgen konvergieren gegen jeden Wert bei der indiskreten Topologie.

2. In topologischen Réumen mit der diskreten Topologie ® konvergieren nicht alle Folgen. Die
Folgen, die jedoch nach unserem Konvergenzkriterium konvergieren, sind nach dem minimalen
Index No dann konstant. Man kann sich das so vorstellen: Die Folge konvergiert gegen ihren
Grenzwert, d.h. es gibt eine Umgebung davon. Aber da wir die diskrete Topologie haben,
kénnen wir annehmen, dass die Umgebung nur den Grenzwert selbst O = (z) enthélt. Fiir
jeden Index n > Np ist dann jedes Folgenglied in der Umgebung, aber da die Umgebung nur x
enthiilt, sind alle Folgenglieder danach konstant. Kurzgesagt: Konvergente Folgen sind in der

diskreten Topologie nach dem Grenzwert konstant.

4.2 Abbildungen auf topologischen Ridumen

Nun kénnen wir uns iiber Abbildungen zwischen topologischen Rdumen (X, X) und (Y,9)) unter-
halten. Sei f eine Abbildung von X nach Y: f: X — Y. D.h. alle Elemente von X werden auf Y
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abbgebildet, wobei nicht jedem Element von Y einem Wert auf X entsprechen muss. Das Urbild
fY(B) € X sei die Menge aller x € X fiir die gilt: f(x) € B. Wir nennen f stetig wenn gilt:

fist stetig :«» f~1(O0") € X,VO' €9

D.h. wenn die Umkehrabbildung f~! angewandt auf irgendeine beliebige Teilmenge von Y, also ein
Element aus 2), ein Element von X ist, dann ist f stetig. Wenn zwei Abbildungen f: X — Y und g: Y
— Z, mit (Z, 3), beide stetig sind, ist ihre Komposition f o g auch stetig, wobei (g o f)(x) := g(f(z))
und C C Z gilt:

z € (go f)7HC) & (9o f)lz) € C e g(f(x) € C 4 fla) € g7 (C) &
ze fH(g7H(0))

(9o /)™(C) =g~ (f7H(O)) (4.1)

Umgangssprachlich ausgedriickt heifit das folgendes: Sei x ein Element aus der Inversen von (g o
£)(C) bzw. gilt natiirlich x € X. Diese Aussage ist equivalent zu der, dass (g o f) angewandt auf
x in C liegt, einfach die Inverse ausgenutzt. Dann haben wir unsere Definition einer Komposition
angewendet (g o f)(x) := g(f(x)), was auch wieder in C liegen muss. Dann muss aber f(x) in der
Inversen von g(C) liegen, und dass ist equivalent, dass x in f~(g~1(C)) ist.

Stellen wir uns nun vor, wir sind in der misslichen Lage eine Abbildung f zwischen zwei Mengen
X und Y zu haben, wobei nur Y eine Topologie besitzt und X nicht! Schrecklich... kénnen wir uns
da irgendwie behelfen? Die Antwort ist ja! Wir kénnen eine Topologie X ¢ mithilfe der Urbilder von
) unter f konstruiererﬂ Es gilt: Xy = {O : 30’ € 9 : O = f~1O')}, also X besteht aus den
Bildern der Inversen von f angewandt auf beliebige Teilmengen von Y. Hier die Beweise, dass es sich

tatsédchlich um eine Topologie handelt:
LO=f"10)X=f1(Y).

2. Sei 01,04, ... € Yund O1 = f71(0}),02 = f71(O)),...,€ Xy.Da (Y,D) gilt, gilt 01 N0} € Y.
Dann gilt aber: f~1(0; N 0%) € X5 + f~1(0)) ﬂfﬁl(Oé)ﬁe X 0:1N0; € Xy.

3. Sei (04) €Y — UaO €D — fHULOL) € Xy < Ua f~HOL N € Xf 3 UaO4 € Xy

In einer sehr &hnlichen Form kénnen wir nun aus einer Menge X und einer Teilmenge U eine Topologie
konstruieren, ohne explizite Abbildung f. Die Spurtopologie auf U wird vom topologischen Raum (X,
X) ,,geerbt . Sei iy die Einbettungsabbildung: iy : U — X, d.h. ein Element aus U wird in sich selbst
abbgebildet, welches wiederum ein Element aus X ist: iy(z) = 257 € i, (O) = iy(z) <> 2 € UNO.
Nun koénnen wir die Spurtopologie definieren: X;, = {O’ : O’ = ONU A O € X}. D.h. jede

Untermenge kann eine Topologie erben.

3Das nennt man topologisieren.
4Beziehung hier ohne Beweis angefiihrt.
5Hier ebenso ohne Beweis angefiihrt
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Nun brauchen wir noch einen Begriff: Den Homéomorphismus. Sei f eine stetige Abbildung f: X
— Y und g ebenso stetig g: Y — X, mit X und Y beide topologische Rdume. Weiters soll gelten,
dass (g o f) = idx und (f o g) = idy, also die Kompositionen sind die Identititsabbildungen fiir die
jeweiligen topologischen Raume X und Y. f~! ist im Allgemeinen nicht stetig, auch nicht ¢~ '. Da
beide Abbildungen f und g selber aber stetig sind, gilt f~1(2) C X A g~ 1(X) € 2). Daraus folgt:

) cx
) Cce' ) CY 42)
idy(9) =Y Cg ' (X)CY

g (%) =9,

wobei f71(2) = X gleichermafien gilt. Wenn also f und g stetig sind und (g o f) = idx und (f
o g) = idy gilt, sind diese Funktionen Homoomorphismen. Kurz, aber schlampig formuliert: Ein

Homdomorphismus ist eine bijektive Abbildung zwischen zwei topologischen Rdumen.

4.3 Trennungsaxiome

Die Trennungsaxiome werden wichtig sein, um unsere Mannigfaltigkeiten zu definieren. Sie bringen
eine gewisse Struktur zu unseren topologischen Rdumen und geben uns mehr Informationen iiber
jene. Insgesamt gibt es fiinf Trennungsaxiome, wobei wie in der SRT mit 0 zu zéhlen begonnen wird.
Bevor wir die Trennungsaxiome besprechen, muss noch gesagt werden, was offene und geschlossene
Menge auf einer Topologie sind. Man nennt A C X eine geschlossene Menge, wenn gilt: 30 € X : A =
X — O, d.h. es soll eine offene Menge O in X geben, wodurch man A als ,X ohne O“ anschreiben
kann, bzw. es gilt X - A = O € X. Jetzt wo diese Formalitdt aus dem Weg ist, konnen wir die
Trennungsaxiome auflisten. Das sind die Trennungsaxiome, wobei (X,X) wieder ein topologischer

Raum ist:
1. To:Ve#ye X < (x€0xANy¢Ox)V(xr ¢ Oy ANy € Oy)
2T :Ve£yeX o (x€0xNy¢Ox)AN(x¢ Oy ANy € Oy)
3. Ty:Ve#ye X+ IJxeOxAyeOy :0xNOy =10
L. T3:ACX,0dé A—=3re0x,02A4:0xN0=10
5. Ty : A1; Ay abgeschlossen: Ay N Ay =0 — 301,05 €X:01 > A1,05>A2: 0, N0 =10

Um Verwirrungen aufzukliren, was diese Axiome heiflen werden sie nun nacheinander abgehandelt
und erkldrt. Das Trennungsaxiom T ist das grobste und sagt folgendes aus: Fiir zwei beliebige
ungleiche Elemente x und y aus X gibt es eine offene Umgebung, die x umgibt und y nicht, oder

umgekehrt. Dieses oder ist als logisches oder zu verstehen, also 1 V 1 = 1, also es konnen beide
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(X, %) (x,%)

@o, in

Abbildung 4.1: Zur Illustration des Trennungsaxiom Tj.

Punkte offene Umgebungen haben, die den jeweils anderen Punkt nicht enthalten, miissen es aber
nicht, siche Abb.

(X, %)
Oy

X
§
On Oy

Abbildung 4.2: Zur Illustration des Trennungsaxiom 77.

T ist sehr dhnlich zu T nur, dass wir hier fordern, dass es gleichzeitig zwei offene Umgebungen
um x und y gibt, die den jeweils anderen Wert nicht enthiilt. Uber den Durchschnitt dieser beiden
Umgebungen (= Teilmengen von X) treffen wir noch keine Aussagen, siehe Abb. Durch T3 folgt,
dass die Menge, die nur x enthilt {x} eine abgeschlossene Menge ist. Es gilt: Vo € X : X — {z} = X
ist offen; y € ¥ = X — {2z} -y # 2 - Iy € Oy Ax ¢ Oy — {y} C Oy C X — {2z} V
ye X —{r} = X — {2} = Uyex—121¥ € Uyex—{2}0y € X — {2}; Uyex {10y = X — {z} = x
ist eine abgeschlossene Menge. Wir haben es also geschafft X - {x} als eine Zusammenfiigung von
Elementen von X zu schreiben, was bedeutet, dass {x} eine abgeschlossene Menge ist.

T5 ist wieder sehr dhnlich zu seinem Vorgénger, doch hier stellen wir die Bedingung, dass der

Durchschnitt der Umgebungen die Leere Menge sein soll, sie sollen also disjunkt sein, sieche Abb. [4.3]
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Abbildung 4.3: Zur Illustration des Trennungsaxiom 75.

Wenn ein topologischer Raum 75 erfiillt, nennt man ihn auch Hausdorff-Raum. 75 hat die Eigen-
schaft, dass jede konvergente Folge genau nur einen Grenzwert hat bzw. der Grenzwert ist eindeutig.
Zum Beweis nehmen wir an eine Folge (x,,) konvergiert gegen zwei unterschiedliche Grenzwerte x und
y. Dann existieren zwei Umgebungen Ox und Oy um x und y fiir die es zwei unterschiedliche Indizes
No, und No, gibt, fiir die sich alle Folgenglieder danach in der jeweiligen Umgebung befinden. Aber
fiir den Konvergenzbegriff brauchen wir nur einen Index N, also nehmen wir den grofleren Wert der
Beiden und nennen ihn N*. D.h. Vn > Nx: 2, € Ox Az, € Oy — 2,y € Ox NOy — OxNOy # 0,

was zur Folge hat, dass dieser Raum nicht 75 ist.

Abbildung 4.4: Zur Illustration des Trennungsaxiom T3.

Ein Raum, der Tj erfiillt, wird auch regulir genannt. T3 sagt aus, dass jede abgeschlossene Menge
A ein gewisses x nicht beinhaltet. Fiir beide Objekte kann man nun Umgebungen, offene Mengen,
finden, fiir denen der Durchschnitt die Leere Menge ist.

Einen T;-Raum nennt man auch normal. Um zwei beliebige abgeschlossenen Mengen A; und
A deren Durchschnitt die Leere Menge ist, gibt es zwei offene Umgebungen O; und Oy um diese
Mengen, deren Durchschnitt auch wieder die Leere Menge ist.

Nun sind wir endlich am Ende dieses Kapitel angekommen. Zur Rekapitulation: Wir haben
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Abbildung 4.5: Zur Illustration des Trennungsaxiom 7Ty.

Topologien und topologische Rédume betrachtet. Diese konnen als verallgemeinerte Vektorrdume
angesehen werden. Ein topologischer Raum hat eine Topologie X, was eine Menge der Teilmengen
einer betrachteten Menge X ist. Diese Topologie muss drei Bedingungen geniigen, um eine Topologie
zu sein. Dann haben wir uns Abbildungen angeschaut und haben erkannt, dass man mit Abbildungen
Topologien selber konstruieren kann. Dariiber hinaus fanden wir den Begriff des Homdomorphismus
und der Spurtopologie, einer Topologie fiir eine Teilmenge U von X, die von (X, X) geerbt wurde.
Als letztes haben wir die Trennungsaxiome analysiert und darin interessante Eigenschaften fiir die
topologischen Rdume gefunden. Nun kénnen wir auf eine besonderen Art von topologischen Riumen

hinbewegen, ndmlich den Mannigfaltikeiten.

4.4 Mannigfaltigkeiten

Halt halt, nicht so schnell, bevor wir zu den Mannigfaltigkeiten gehen kénnen, miissen wir noch
die Standardtopologie auf dem R™ besprechen. Die Standardtopologie des R", R besteht aus dem
Verbund von offenen Kugeln: K(x, €) = {y € R"”||lz — y| < €}, also die Menge aller Punkte y,
fiir die der Abstand vom Mittelpunkt x kleiner als der Radius € ist. Nun behaupten wir, dass die
Vereinigung solcher offenen Kugeln die offenen Mengen unserer Topologie R sind, also SR 5 O C
R™ 3 O = Uy K, Ko(2q,€). Jetzt miissen diese Vereinigungen unsere drei Bedingungen erfiillen,

der Bequemlichkeit liste ich sie hier nochmals auf:
1. 0, XeXx
2. 01702 EX—>0,N0eX

3. (04) CX = UgOp € X
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Die erste Bedingung koénnen wir schnell beweisen: Eine Kugel mit Radius € = 0 hat keine Punkte,
also stellt sie die Leere Menge dar: UK (z,0) = U = (ff] Sei K(0,n) eine Kugel mit Mittelpunkt
0 und Radius gleich einer natiirlichen Zahl n. Dann ist die Vereinigung solcher Kugeln mit immer
groferwerdenden Radius gleich dem R™: z € R" : |z| = d,3n e N:n >d — 2 € K(0,n) —
U, K(0,n) = R™. Wir sagen also, dass es fiir jede beliebige Zahl x eine natiirliche Zahl n gibt, fiir
die der Betrag von x kleiner ist als n. Dann wissen wir, dass x innerhalb der Kugel mit Radius n ist.
D.h. wir kénnen so den gesamten R” so aufspannen.

Die zweite Bedingung ist nicht so trivial wie die erste. Denn allgemein ist der Durchschnitt von
zwei Kugeln keine Kugel. Zuerst miissen wir beweisen, dass jeder Punkt innerhalb des Durchschnitts

zweier Kugeln in einer Kugel mit Radius ex ist:

Sei z,, und z die Mittelpunkte zweier Kugeln K, (x4, €2) und Kg(zg,€5), und deren Durchschnitt
ist nicht 0: Ko N Kg # (. Dann definieren wir 1, = |2 — 24| < €, und 1 = |2 — 23| < €g fiir
beliebige x € K, N K. Dann wéhlen wir zwischen den zwei Termen €, — 1, und eg — 13 den

kleineren Wert, also min{e, — 1a, € — ng} = ex. Sei nun K(x, ex) eine Kugel im Durchschnitt mit

unserem Radius ex und als Mittelpunkt ein beliebiger Punkt im Durchschnitt. Dann gilt
K(z,ex) C Ko N Kg, Vo € Ko N Kg. Nun betrachten wir ein beliebiges z € K (z, ex). Fiir dieses z
gilt: |z —zo|=|z—2x+ax—2o| <|z—2|+ |2 —2a| = |2 — 2| + Mo < €x+No = €4 — Na + Na = €a.

Hier wurde angenommen, dass ex = ¢, — 1, ist, wenn dem nicht der Fall ist, kann die Ungleichung

fiir zg analog gemacht werden. Nun haben wir gezeigt, dass |z — 4| < €, gilt, also, dass z
innerhalb von K, ist. Doch wenn das fiir K, gilt, gilt das auch fiir K! D.h.
z€ KoNKg— K(x,ex) C K, N Kg.

Nun miissen wir beweisen, dass die Vereinigung von diesen Kugeln K(x, ex) den Durchschnitt

aufspannen:

Seix € Ko NKp — {r} C K(x,ex) C Ko NKg,Vz € K(v,ex) = Ko N Kg = Uger, nrs12} C
UxeKamKﬁK(z,e*) — K, N Kﬁ = UxEKaﬁKgK(CCae*) — 01 N0y = (UQKQ) N (U/@K@) =
UaK o N Kg =UK(z,ex) € R

Die dritte Bedingung ist wieder leichter: Die Vereinigung von beliebig vereinten offenen Kugeln
ist natiirlich auch eine Vereinigung von Kugeln, d.h. sie sind Elemente von R : (0,) C R — U,O4 =
Ua Ug (K)o € R.

Nun sind wir endlich in der Lage zu beschreiben, was eine Mannigfaltikeit ist: Eine Mannigfal-

tigkeit (M, 0N) ist ein topologischer Raum, der auch wieder drei Bedingungen erfiillen muss:

1. Er muss 75 sein.

2. Er muss parakompakt sein.

6Wieso ist nicht der Punkt 0 innerhalb solch einer Kugel? Weil wir fordern, dass |z — y| < € gilt, und |0 — 0| £ 0.
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3. Er muss lokal homomorph zum topologischen Raum (R",fR) sein.

Eine wichtige Folgerung dieser Eigenschaften ist, dass die Mannigfaltigkeit um einen Punkt to-
pologisch ununterscheidbar zum R™ ist. Was bedeutet nun, dass er lokal homdomorph zum R™ ist?
D.h. es gibt um einen Punkt Iﬂ eine Kartenabbildung ¢, die die Umgebung O des Punktes in den
R™ bijektiv abbilden kann: zu jedem p € M30 € M : p € OA ¢ : O — R", sodass (O, N O)
homéomorph zu (R™,2R) ist. Nun kénnen wir uns vorstellen, wie in Abb. dass es zwei Um-
gebungen um den Punkt p gibt, O und O. Nun gibt es dann zwei unterschiedliche Abbildungen
$:0 — R"und ¢ : O — R™. Da diese zwei Umgebungen einen nicht-verschwindenden Durchschnitt
haben, kénnen wir sicherlich eine Abbildung v definieren, die von einem R™ in den anderen R"
abbilden kann, wobei diese nicht die Identitdtsabbildung ist, denn allgemein sind die Bilder von ¢

und gg unterschiedlich.

Abbildung 4.6: Zur Illustration der Kartenwechselabbildung.

In Abb. [£7]ist dieser Vorgang illustriert. Auf unserer Mannigfaltigkeit M gibt es zwei Abbildun-
gen ¢ und ¢ und die Kartenwechselabbildung 1) ist definiert als: 1) = po¢p~!. Man kann sich das auch
bildhaft wirklich vorstellen: Als erstes ist man im R™ und kann durch die stetige Inverse von ¢, ¢!,
in die Mannigfaltigkeit abgebildet werden. Dann kann man im Durchschnitt wieder mit ¢~> zuriick in
den R™ abbilden. Was ist wenn wir drei Umgebungen haben, die alle einen nicht-verschwindenden
Durchschnitt haben? Das nennt man die Dreifach-Durchschnittsbedingung und ist in Abb. [£.7] darge-
stellt. Nun haben wir drei Umgebungen um p, O, O und O., und drei Kartenabbildungen, ¢, ¢3
und ¢,. Nun fordern wir, dass die Vereinigung der Kartenwechselabbildungen 15, und 1,3 gleich
ist, wie die Kartenwechselabbildung ¥a: ¥ya = 148 © ¥3,. Umgangssprachlich bedeutet das, dass
es keinen Unterschied macht, ob wir von ¢, (On N Og N O,) nach ¢g(On N Og N O,) und dann nach
$4(0Oa N Og N Oy) gehen, oder gleich von ¢,(On N Og N O4) nach ¢,(0n N Og N O,) wechseln.
Diese Bedingung ist leicht zu beweisen, wir gehen von der Definitionen der Kartenabbildungen aus:
Yyp O Yoo = Py O ¢,§1 opgo gyt = ¢yoidodyt = 1hy,. Diese Dreifach-Bedingung kann beliebig

oft iteriert werden, sodass sie fiir 4 und 5-fache Durchschnitte auch gilt, aber Dreifacher Durch-

7 Also nicht global!
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schnitt reicht uns. A heifit Atlas von M und ist eine Ansammlung von Kartenabbildungen und deren

zugehorige Umgebung O, wobei U,O, = M gilt.

\ ' ‘Py(oﬂ
Y= o

Abbildung 4.7: Zur Illustration der Dreifach-Durchschnittsbedingung.

Nun wollen wir skalare Funktionen betrachten. Hierfiir werden wir die Bilder unserer Kartenab-
bildungen, also die Koordinaten in einem R™, als z?, bzw. xlﬂ bezeichnen, wobei i der Index der
i-ten Komponente unseres n-dimensionalen R” ist und «a bzw. § kennzeichnet unsere Kartenabbil-
dung in den R™. Nun betrachten wir wirklich eine skalare Funktion F: M — R, also eine Funk-
tion, die von der Mannigfaltigkeit in die reellen Zahlen abbildet. Wollten wir nun eine skalare
Funktion, die einen Vektor des R™ als Input hat, konstruieren, sodass wir die Eigenschaften der
Mannigfaltigkeit auch erben, konnten wir diese skalare Funktion f, folgendermafien definieren:
fo : R = Ry fo(zf) = (F o ¢;1)(x%). Somit haben wir die Moglichkeit, vom Punkt im R" in
die Mannigfaltigkeit M zu wechseln und dann damit einen Skalar zu produzieren. Natiirlich héngt
fo damit mit der Kartenabbildung ab, die wir wahlen. Im Durchschnitt ist nicht gegeben, welche
wir nehmen sollen.

Nun betrachten wir wieder die Koordinaten x?, bzw. “TZB Diese zwei Koordinatensysteme miissen
doch irgendwie zusammenhéngen, wenn wir den Durchschnitt der Urbilder betrachten. Seien f, und
fs zwei Skalare Funktionen, so wie wir sie zuvor definiert haben, wobei ¢, € ¢4(On N Og) bzw.
xzﬁ € ¢3(0o,NO0pg) gilt. D.h. es muss eine Kartenwechselabbildung 15, geben, mit der man zwischen

den Koordinatensystemen wechseln kann. Betrachten wir nun die Funktion fg(2}). Dann gilt:

fo(al) = fs(¥pa(h)) = (f5 0 ¥pa)(@h). (4.3)

Nun koénnen wir die Definitionen von fg und g, verwenden:

(f5 0 sa)(@s) = (Fo gt ogg o) (an) = (Fod,')(ad) = falah). (4.4)
Insgesamt konnen wir also schreiben:

fo(xh) = fa(zk),Vah € (00 N Opg) A2k € ¢0(0n N Op). (4.5)
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Abbildung 4.8: Zur Illustration der Kugel als Mannigfaltigkeit.

D.h. zwei skalare Funktionen angewandt auf Koordinaten im Durchschnitt der Mannigfaltigkeit sind
gleich. Mit einer neuen Notation z} = tga(xf) = 2j(xf) kénnen wir die Gleichheit noch etwas

umschreiben:
folah(zr)) = falza)- (4.6)

Mathematical Interlude: Die Kugel als Mannigfaltigkeit

In Abb. sieht man eine Kugel, deren obere Halbkugel auf den R? projeziert wird. Die Abbil-
dungsfunktion fiir eine Kugel mit f(x,y,z)= 2% + y? + 22 — 1 = 0 nimmt nur die x- und y- Werte:
¢(,y,2) = (z,9)"
kann. Man kénnte auch wie mit einer gewdhnlichen Karte vorgehen: In Abb. [£.9]ist dieses Vorgehen

. Aber das ist nicht die einzige Art, wie man die Kartenabbildung konstruieren

erldutert. Man bildet die ganze Kugel auf einen R? ab, wobei der Nord/Siidpol jeweils nicht inklu-
diert werden kann. Bildlich gesprochen nimmt man die Erde und schneidet den Nord/Siidpol hinaus,
dann driickt man diese offene Fliche platt und versucht den Rand, der um dem Nord/Siidpol ist,
auszuweiten. Dann erhilt man Abb. [1.9) und deshalb ist diese Abbildung der Erde so verzerrt, da je
weiter man vom Siid/Nordpol weg ist, desto gestreckter werden die Linien. Zur weiteren Behandlung
der Kugel als Mannigfaltigkeit werden wir die zweite Methode der Kartenabbildung verwenden, denn
wir wollen nun die Kartenwechselabbildung herleiten.

Man betrachte Abb. in der die Projektion der Punkte auf der Kugel in den R? dargestellt

ist, wobei die Koordinaten, welche den Siidpol nicht inkludieren mit &’ und welche die den Nordpol
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Abbildung 4.9: Zur Illustration der moglichen Kartenabbildungen.

nicht inkludieren mit z* bezeichnen. Zur Herleitung der Kartenwechselabbildung soll nun Abb.
betrachtet werden, diese stellt nur eine 2D Ansicht von Abb. [£.10] dar. Zur Vereinfachung wird der
Radius der Kugel mit 1 normiert. p und p bezeichnen nun den Abstand vom Siid/Nordpol in den
jeweiligen R2. D.h. es gilt p = Vaiz? und p = VZiZ'. Da jeder Punkt bijektiv auf den jeweiligen R?
abgebildet wird, kénnen wir p und p miteinander geometrisch in Beziehung setzen. Aus Abb.
kann man herauslesen, dass tana = £ und tan 3 = £ gilt. Da 8 = 7 — « gilt, da diese ja ein Dreieck
bilden, kénnen wir schreiben:

. sin( —a) cosa 1

p=tanf = = =-. (4.7)

cos( —a) sina  p

Somit haben wir eine Beziehung zwischen p und g gefunden! Nun kénnen wir damit die Kartenwech-
selabbildung herleiten. Mit Polarkoordinaten kénnen wir mit p und 5 in die Koordinaten #* und
umrechnen, denn diese sind ja die ,,normalen* kartesischen Koordinaten fiir den jeweiligen R?. Es
gilt:

~ 1. -~ ) T

B = pel(3) = —(d) = Do) = 2 (48)

Das ist unsere Kartenwechselabbildung von z® nach #?, die uns erlaubt von einer (buchstiblichen)
Karte in die andere zu wechseln. Es ist hier nur Zufall, dass die Inverse, also von #* nach 2* dieselbe

Form hat: )
;o a

Allgemein sind die Kartenwechselabbildungen beliebig komplizierter Natur. Diese Kartenwech-
selabbildungen haben den Wertebereich des R?, ohne den jeweiligen Ursprung: #¢(z¥) : R? — {0} —
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Abbildung 4.10: Zur Hlustration der Herleitung der Kartenwechselabbildung.
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Abbildung 4.11: Zur Illustration der Herleitung der Kartenwechselabbildung.

R? — {0} und umgekehrt. Nun wissen wir auch, wie eine Funktion f(x?) in den anderen Koordinaten

aussehen wiirde. Sei z.B. f(z?) = dann kénnte man diese Funktion zu f(#') umschreiben:

1
z24y2+1°

1 1 1 2 i
= = = = = 572 4_10
@?+y?+1 p+l L1 14 p? &) (4.10)

fa')
Wie man sehen kann, ist die Kartenwechselabbildung nicht linear und unendlich oft differenzierbar.

4.4.1 Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten

Um Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten zu betrachten, miissen wir uns noch mit Kurven und Ge-
raden auf Mannigfaltigkeiten beschiiftigen. Sei z¢(t) eine Kurve im normalen R™ mit dem Kurven-

parameter t. Dann benennen wir den Punkt im R™ mit Kurvenparameter t = 0 als 2, = z(t = 0).
d i
vorherigen Abschnitt, dass wir diese Kurve in einem anderen Koordinatensystem Z* beschreiben

Nun definieren wir den Tangentenvektor an dieser Kurve als v' = Wir wissen aber vom

konnen, solange diese Kurve im Durchschnitt zweier Umgebungen um einen Punkt auf der Man-
nigfaltigkeit existieriﬂ Ist dies der Fall konnen wir #'(t) = &'(2"(t)) schreiben, wobei die Nota-

8Denn hier existiert die Kartenwechselabbildung!
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tion meint, dass wir hier die Kartenwechselabbildung anwenden, um jeden Kurvenpunkt im z’-
Koordinatensystem auf einen Punkt im #*-Koordinatensystem abzubilden. Wir schreiben fiir den
Punkt an t=0 7% (2*(0)) = 7°(0) = .

Nun kénnen wir uns die Frage stellen, wie sieht nun der Tangentenvektor im #*-Koordinatensystem
aus? Dazu definieren wir wieder, dass 9 = d%’ gelten soll. Fiir #* kénnen wir nun unsere Beziehung
einsetzen und die Kettenregel anwenden, also innere Ableitung mal duflere Ableitung:

di' _ F(a*(t) _ dF' da®  dE

_ _ 4 _ 411
dt d de*dt dak ' (4.11)

~1

Weil diese Beziehung so wichtig ist, bzw. sie wird oft in der Literatur als bedeutsame Transfor-
mation angepriesen, schreibe ich sie hier nocheinmal an:
= —v 4.12
dxk ( )
Das ist das Transformationsgesetz fiir die Komponenten eines Vektoren. Objekte, die so transfor-
mieren heiflen kontravariant. Also man bildet die Ableitung der Kartenwechselfunktion nach der
jeweiligen Koordinate und bildet dann die Summe mit dem Vektor. Nun haben wir eine lineare
Transformation von einem Koordinatensystem ins andere gefunderﬂ Und wenn etwas linear ist,
konnen wir sehr gut weiter damit arbeiten. Denn nun definieren wir die Addition von zwei Vektoren
unter der Transformation.

Seien v’ und w' zwei Tangentenvektoren bei xf. Da die Kurve véllig willkiirlich sein kann[[}
bauen wir uns nun die einfachste Kurve, die wir finden kénnen, deren Tangenvektor v¢ + w® lautet.
Diese ist trivialerweise x'(t) = x} + t(v* + w'). Nun kénnen wir die Transformation ausfithren:

;L dzt  dit

(04 @) = — = ——( Prwl) =98 + o' (4.13)

Als kurze Randnotiz: Wir nennen Kurven, die fiir sich verschieden verlaufen, aber den Anfangswert
x}y gleich haben als Aquivalenzklassen. Also fiir die gilt:
i i i d i d
21t =0)=ay =z5(t=0) — %xl(t =0)=0v"= axg(t =0), (4.14)
d.h. ihr Tangentenvektor ist derselbe.

Jetzt wissen wir wie die Komponenten eines Vektors unter der Transformation sich verhalten,
wie schaut’s mit den Basisvektoren selbst aus? Seien E' und El“ Basen fiir das jeweilige Koordina-
tensystem. Dann lautet das Transformationsgesetz fiir Basisvektoren:

~ da®
Ela == WE; (415)

9Und sie ist nicht;mal abbhéingig von der gewihlten Kurve, jede Kurve fiir die 2*(t = 0) = Ié gilt, ist benutzbar.
1ONur der Wert z*(t = 0) = z, ist wichtig!
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Objekte, die so transformieren heiflen kovariant. Diese Beziehung kann man verifizieren, indem man

erkennt, dass der Vektor v* in jedem Koordinatensystem gleich sein muss; v® = f)lEf = vkEZ:

=t m

a_~i~a_da7 dx kEa

v =v Ly = k ~i v m
dx® dx

= 0mMPEY = oFEL. (4.16)
Der néchste Schritt wird nicht sehr schliissig wirken. Denn wir wollen nun neue Basisvektoren, die
das Transformationsgesetz zwischen Kartenabbildungen schon von Natur aus haben. Wie soll das
gehen, eine Basis ist doch willkiirlich, aber die Transformationseigenschaft &dndert sich ja nicht.
Deshalb miissen wir auf ganz andere Objekte zuriickgreifen. Unsere neuen Basisvektoren sollen nun
Ableitungsoperatoren sein. Was? Wie soll ein Ableitungsoperator ein Vektor sein? Diese Frage wird

zunéchst ignoriert und wir betrachten das Transformationsverhalten von % =0

~ 0 ozk 0 da®
% =% = oz ok~ dv (4.17)

Man erkennt, die Ableitungsoperatoren haben dasselbe Transformationsverhalten, wie unsere Ba-
sisvektoren. Man kann auch beweisen, dass die Ableitungsoperatoren einen Vektorraum aufspannen

und dadurch eine Basis besitzen. Deshalb werden wir von nun an schreiben:
v? = v'9¢ = 519 (4.18)

Nun kénnen wir den Tangentenraum T,M definieren: T,M:{v*|v® = v'0%|in einer Karte die p
beinhaltet.}. Das heifit im Tangentenraum befinden sich alle Tangentenvektoren v® von Kurven,
welche tangential im Punkt p liegen. Man kann sich vorstellen, eine Ebene an einen Punkt auf einer
Kugel und normal zur Oberflache zu platzieren. Diese Ebene wird durch die Tangentialvektoren am
Punkt aufgespannt. Abb. illustriert diese Idee.

Wenn man einen Vektorraum hat, dann bekommt man immer was gratis dazu: den Dualen-
Raum (T,M)*. Seine Elemente sind lineare Funktionen deren Input die Tangentialvektoren des
T,M sind. Das Transformationsverhalten fiir die Komponenten der Dualen Vektoren wy, (und ihren

Basisvektoren e¥) lautet wie folgt:

oxk
Ui = =Wk, 4.19
w ozt Wk ( )
= ——e”, 4.20
= ok (4.20)

Man kann erkennen, dass sich die dualen Komponenten wie die normalen Basisvektoren transformie-
ren und die dualen Basisvektoren wie die Komponenten der normalen Basisvektoren. D.h. die dualen
Komponenten sind kovariant und die dualen Basisvektoren sind kontravariant. Wie zuvor wollen wir

aber wieder Objekte, die dieses Tranformationsverhalten haben, als unsere Basisvektoren. Dies erhélt
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Abbildung 4.12: Zur Illustration des Tangentenraums.

Tranformationsverhalten || Objekte Transformationsgesetz
kovariant (Basis-)Vektoren, duale | 9% = ‘;L;@,‘c‘;c&i = %’:wk
Komponenten
kontravariant normale Komponenten, | 9¢ = jf; vk dil = gf; dzk
duale (Basis-)Vektoren

Tabelle 4.1: Zu den verschiedenen Transformationsgesetzen.

man mit absoluten Differentialen:
ok

= 9

Dadurch werden diese absoluten Differentiale unseren neuen dualen Basisvektoren darstellen:

dzt da*. (4.21)

We = widxz = chdaEfl (4.22)

Diese Differentiale bilden auch einen Vektorraum, deshalb ist dieses Vorgehen valide. Weil diese
Uberlegungen recht verwirrend sind, werden hier nochmals die Transformationsgesetze von Vektoren
und dualen Vektoren in Tabelle [L.1] aufgelistet.
Trivialer Weise gilt folgende Beziehung:
da}, 0% = o (4.23)

j.

Mit Vektoren und dualen Vektoren kénnen wir nun allgemeine Tensoren auf ihrem Transformati-

ai,...,ar

onsverhalten analysieren. Ein Tensor ¢, " ist ein Element des Tensor-Tangentenraums @ 7T, M.
EARARAS -
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In der neuen Notation lautet die Basisdarstellung:

tyrepr = e g0 ot da? . da? (4.24)
Als Zusammenfassung: Uber Kurven, die einen gewissen Punkt gemeinsam haben, konnten wir den
Tangentialvektor definieren. Die Ableitung nach dem Kurvenparameter ist linear, wodurch Addition
und Skalarmultiplikation gegeben ist. Die Verbindung zur Mannigfaltigkeit entsteht dadurch, dass
wir die Kurve im R"™ als ein Bild unter der Kartenabbildung einer Kurve auf der Mannigfaltikeit
ansehen. Durch Kartenwechselfunktionen konnten wir danach das Transformationsverhalten unserer
Tangentenvektoren analysieren, wodurch wir den Tangentenraum um den Punkt p € M erhielten.
Daraus folgten die Dualen Vektoren, sowie die Tensoren. Nun werden wir uns einem #hnlichen Thema
mit einem Beispiel anschauen: Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten.

Ein Vektorfeld v* auf M sei wie folgt definiert: v* : p € M — v%(p) € T,M,Vp € M. Also statt nur
ein bestimmtes p auf der Mannigfaltigkeit zu betrachten, werden hier alle Punkte miteinbezogen und
jedem ein Vektor im zugehorigen Tangentenraum zugeordnet. Man kann das auch fiir Tensorfelder
verallgemeinern: ;3" :p € M — ¢33 (p) € @T, M. Also ein Vektor/Tensorfeld ordnet jedem
Punkt auf der Mannigfaltigkeit einen Vektor/Tensor im entsprechenden Tangenten(Tensor)raum
iiber dem Punkt zu. Um das zu illustrieren wird nun ein kleines Rechenbeispiel durchgerechnet.

Mathematical Interlude: Stromungen auf der Kugel

Wir betrachten wieder die Kugel als Mannigfaltigkeit an, mit unseren bekannten Kartenabbildun-
gen. Die Koordinatensysteme sollen wie folgt mit z° und ° bezeichnet. Die Kartenwechselabbildung
lautet bekannterweise: ¢ = 7' (2™) = % Nun betrachten wir ein Vektorfeld, ein recht einfaches,
aber selbst damit kann man schon vieles, was eine Mannigfaltigkeit ausmacht, erkennen. Es gilt fiir
unser Vektorfeld:

v =z (4.25)

In Abb. wird dieses Vektorfeld illustriert. Es zeigt vom Ursprung weg, und der Betrag der
Vektoren wird immer grofer, je weiter weg man sich vom Ursprung sich befindet. Nun sind wir daran
interessiert, wie das Vektorfeld im anderen Koordinatensystem aussieht. Dafiir miissen wir nur das
Transformationsgesetz fiir die Basisvektoren und die Kartenwechselfunktion fiir die Komponenten

anwenden und schauen was herauskommt:

v = 2" (4.26)
L Fodi g,

d

Nun miissen wir noch die Ableitungen der Kartenwechselfunktion dij berechnen:
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Abbildung 4.13: Zur Hlustration des Vektorfeldes v®.

il dad (am)

d? =5 (4.28)
%m:;k - xlfi.k - (323:;2])2 - (4.29)
% - xklsc’“( i B (29;?’3)) (4.30)
Nun miissen wir diese Ableitung noch in das Vektorfeld einsetzen:
vt = ;7% ) (4.31)
vt = i.f;k xklxk( - (i.ll;l;lj))N; (4.32)
) — a;ki;k fkli“k( i _ (ii?:) i (4.33)
v =36 - %) s (4.34)
v = (& — %)éf (4.35)
v = (3 — Qii(xf—;k)%)é; (4.36)
v = (¥ - 28'2'37)0¢ 4.37)
vt = —3105. (4.38)
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Abbildung 4.14: Zur Ilustration des Vektorfeldes v® im #‘-Koordinatensystem.

wobei wir im letzten Schritt #lz! = i’% = 1 und bei (4.34) #ﬁ = 1 ausnutzten. Nun

haben wir mit der Kartenwechselfunktion und dem Transformationsverhalten des Basisvektors das
Vektorfeld im anderen Koordinatensystem erhalten! In Abb. [£14] ist es illustriert. Wie kann man
sich das jetzt auf der Kugel vorstellen? Man muss sich iiberlegen, dass die jeweiligen Urspriinge in
Abb und Abb der Nord/Siidpol der Kugel darstellen. Dann kann man sich vorstellen, dass
die Vektoren am Siidpol beginne entlang der Kugel bis zum Aquator groBer werden, dann aber
kleiner im Betrag im Nordpol ender[”}

11Wie die elektrischen Feldstirkevektoren eines geladenen Teilchens.
12Wie bei einem negativ geladenen Teilchen.
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4.4.2 Parallelverschiebung und kovariante Ableitung

Fiir die Allgemeine Relativitétstheorie sind aber nicht irgendwelche Kurven und Vektorfelder inter-
essant, sondern welche die parallel zueinander sind. Also miissen wir nun besprechen, was parallele
Vektorfelder entlang Kurven sind. Man stelle sich eine Kurve «y im ]R"E vor. Thr Tangentenvektor ist
fiir jeden Wert des Kurvenparameters t als u®(t) = *(t)9¢ gegeben. Seien nun v*(z™) die Kompo-
nenten eines Vektorfeldes v® bzgl. einer Basis im R™ gegeben. Nun wollen wir fordern, dass v¢(z™)
entlang der Kurve « parallel ist. D.h. das Vektorfeld &ndert sich weder in Richtung noch in Betrag
entlang der Kurve. Mathematisch heifit das:

d i, m _
7 (x™(t)) = 0. (4.39)

Wendet man nun die Kettenregel an mit 0; = %, erhilt man:
i (H)ot (x™(t)) = 0. (4.40)

Das ist das Skalarprodukt zwischen dem Tangentenvektor und dem Gradienten von v’ bzgl. einer
bestimmten Basis. Um diese Bedingung in Basisdarstellung zu schreiben, miissen wir betrachten wie

der Gradient von v* aussieht. Es gilt:

v =00 (4.41)
Ov® 1= Qjvidaldf = 9y(v')L. (4.42)

Das stellt einen Tensor der Stufe (1,1) dar, wobei dmi@f die Basis und 9;v" der tensorielle Gradient

von o' ist. Mit den Basisvektoren schreibt man:
ud,0 = &' (1)0L;dxl R 98 = 675 (1)9;00 00 = (&7 (£)9;0%)dL = 0 — &7 (t)d;0" = 0, (4.43)

wobei 8, = 9;dxJ und 9¢dx) = 517 gilt. Um diese Parallelitdtsbedingung weiter zu analysieren,
miissen wir anschauen, was der Gradient von skalaren Funktionen ist. Sei f eine Skalare Funktion
im z’-Koordinatensystem. Da der Wert der Funktion an der Stelle z* in jedem Koordinatensystem
gleich sein muss, gilt f(a?) = f(fl) Dabei ist nicht gemeint, dass die Funktion bei 2! = (1,2)
und 7° = (1,2) gleich sind, denn allg. beschreiben diese zwei Punkte nicht dieselben Punkt auf
der Mannigfaltigkeit. Ergo miissen diese zwei Punkte nicht in der Funktion iibereinstimmen. Nur
wenn sie denselben Punkt p als Urbild besitzen, also denselben Punkt auf der Mannigfaltigkeit

beschreiben, gilt die Gleichheit. Betrachten wir nun den Gradienten der Funktion:

Ouf = 0, fdF, = 0,270, fdi', = D! dFL D, f = dald;f = Duf, (4.44)

13Der Autor tut sich schwer eine n-dimensionale Kurve sich vorzustellen, deshalb reicht der R3 fiir’s Verstiandnis.
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wobei wir im vorletzten Schritt das Transformationsverhalten der Differentiale ausgenutzt haben:
dz) = d;x9dE. Also ist der Gradient einer Skalaren Funktion immer gleich, egal welches Koordi-
natensystem wir verwenden! Diese Ableitung nennt man koordinaten-kovariante Ableitung; ,koordi-
naten“, weil wir nach ganz bestimmten Koordinaten ableiten, , kovariant“, da sie aus einem Tensor
der Stufe (r,s) einen Tensor der Stufe (r,s+1) macht. Betrachten wir nochmals den Gradienten eines

Vektorfeldes, diesmal wenden wir aber die Kettenregel auf v?d? an:
Da0? = 0 (V'0Y) = Dy (v*)? + v'0,(0?) (4.45)

Doch in Gleichung (4.42) hatten wir keinen zweiten Term, d.h. v'9,(9?) = 0 bzw. 9,(0?) = 0. Also
sind die Basisvektoren bzgl. der koordinaten-kovarianten Ableitung wie Konstanten. Das gilt aber
nur fiir die entsprechenden Basisvektoren! Das zeigt, dass die Ableitung und die Basisvektoren fest
miteinander verkniipft sind.

Aber wer hilt uns davon ab, v im #*-Koordinatensystem darzustellen? Schauen wir mal an, was
passiert, wenn wir den Gradienten auf das Vektorfeld wirken lassen, wobei wir die Basisdarstellung

im #%-Koordinatensystem verwenden:

0a0" = 0,(0°0%) = 8, (59)0P + 09, (92) = 9o (80P + 0°0,(9?) = (

Do) + 5 04(80) = Dt” + 004 (8) = D + 7 0Dy Of = (
aavb = 5a’ub + ﬁjdfééléjxkaki'péz (448

Oav® = Dar® + 07 di, 0 (002" 0 E) (

0av’ = 040" + vodildi!, 05(0,0;2% 0 i) (

(

Dav” = D,0° + T8 o°

Gehen wir diese Umformungen Schritt fiir Schritt durch. Als erstes wurde die Kettenregeﬂ ange-
wandt. Dann nutzten wir den Fakt aus, dass Funktionen nach jeder koordinaten-kovariante Ableitung
abgeleitet gleich sind, ergo 9, (%) = d,(%"). Danach haben wir die Beziehung 9,8? = 0 verwendet
um 9,(3°AP) zu erhalten. Da v® = #'9? gilt, fassten wir 9,(9°0?) zu J,v° zusammen. Damit wa-
ren wir mit dem ersten Term fertig und haben uns dann mit dem zweiten zugewandt. Da haben
wir als erstes das Transformationsgesetz fiir @b angewandt. Danach haben wir die koordinaten-
kovariante Ableitung in der Basisdarstellung geschrieben und im selben Schritt transformierten wir
9% wieder zuriick ins #‘-Koordinatensystem. Bei (4.49) formten wir nichts um, sondern #nderten
nur die Anordnung der einzelnen Terme. Im n#chsten Schritt nutzten wir aus, dass man mit dualen
Vektoren die Komponenten eines Vektor extrahieren kann, wie in G1.(3.18), also wir substituierten
v) = v°dzJ. Dann fassten wir diesen komischen Term zusammen zu einem Tensor mit Stufe (1,2):
I, = digdiflég(éléjxkakﬁp). Dieser Tensor heifit Differenzentensor oder Christoffel-Symbol und er

ist enorm wichtig, denn mit ihm, kann man eine koordinaten-kovariante Ableitung in Abhéngigkeit

14 Auch als Leibniz-Regel bekannt!
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Abbildung 4.15: Zur Hlustration der Parallelverschiebung entlang verschiedener
Koordinatensysteme.

einer anderen anschreiben. Der Grund warum er Differenzentensor heifit, wird mit einer trivialen

Umformung klar:
(80 — Dg)v® = TP 0. (4.52)

Also gibt das Christoffel-Symbol den Unterschied zwischen zwei koordinaten-kovarianten Ableitun-
gen an. Man kann ihn auch anders, geometrisch, interpretieren. Man stelle sich normale kartesische
Koordinaten vor. Darauf stellt man sich ein beliebig gekriimmtes Koordinatensystem vor. Wenn man
nun einen Vektor entlang des kartesischen Koordinatensystems parallelverschiebt, bleibt seine Lénge
und seine Richtung erhalten. Wollte man den Vektor jetzt entlang den gekriimmten Koordinaten
parallelverschieben, wiirde seine Lénge und Richtung im allg. nicht gleich bleiben. Doch am Ende
der Kurve, braucht man nur eine lineare Transformation, also Streckung, Stauchung, Drehung, ...,
um den Vektor so zu préparieren, sodass er so aussieht, als hdtte man ihn entlang der kartesischen
Koordinaten verschoben. Diese lineare Transformation ist das Christoffel-Symbol I'2,.. In Abb.
wird dieses Vorgehen illustriert. Man beachte, im Christoffel-Symbol kommt eine zweite Ableitung
nach den Koordinaten vor 515ja:k(5cm) vor, d.h. wenn diese Ableitung 0 ist, heifit das, dass die zwei
Koordinatensysteme linear miteinander in Verbindung stehen. Dann wird das Christoffel-Symbol 0,
die Ableitungen sind gleich und die Parallelverschiebungen stimmen iiberein.

Nun wollen wir eine allgemeinere Ableitung definieren, welche global auf der Mannigfaltigkeit
existiert. Die koordinaten-kovariante Ableitung ist beschrinkt auf die Koordinatensysteme, welche
durch die Kartenabbildungen aufgespannt werden. Wir definieren nun die kovariante Ableitung
V, auf der Mannigfaltigkeit M; V, : TP — ’quﬂ. Also sie erzeugt aus einem Tensor der Stufe (p,q)
einen Tensor der Stufe (p,q+1), wie die koordinaten-kovariante Ableitung. Da wie immer unser
Leben 6de wire, miissen wir nun vier Bedingungen aufstellen, die die kovariante Ableitung erfiillen

s Q1,0 0p A ey
muss, wobei by bl =B gilt:
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1. Vo(th + s5) = Vats + Vasi | Va(AtF) = AVth
2. Vau(thsh) = s Vath + tAVasS
3. vaf = aaf

4. VoV f =ViVaf

Also wir wollen, dass 1. die kovariante Ableitung linear ist. 2. wollen wir, dass sie die Leibnitz-Regel
erfiillt. 3. fordern wir, dass die kovariante Ableitung auf skalare Funktionen gleich der koordinaten-
kovarianten Ableitung ist, bzw. daraus folgt, dass jede kovariante Ableitung (Vg, V,,...) auf skalare
Funktionen gleich sind, da jede koordinaten-kovariante Ableitung auf skalare Funktionen gleich sind.
Zu guter Letzt fordern wir den Satz von Schwarz, d.h. dass die Reihenfolge von zwei kovarianten
Ableitung keinen Unterschied macht. Eine kleine Umformung zeigt, dass der Kommutator zwischen
zwel kovarianten Ableitungen, angewandt auf eine skalare Funktionen, verschwindet.

Nun wollen wir schauen, wie diese Ableitung, definiert nur durch 4 Bedingungen, auf Vektoren
und duale Vektoren wirkt. Betrachten wir als erstes zwei kovariante Ableitungen, die beide diese 4

Bedingungen erfiillen:

(Vo = Va)o! = (Vo = Vo) (0'00) = (Vo — Vo) ()P + 01 (Vy — Va)(8°) = (4.53)
vedal(Vy — Vo) (0P) = Cb v° (4.54)

Dieser Differenzentensor ist global auf der Mannigfaltigkeit definiert, denn es gilt:

éga = diﬂc(ﬁa - va)éi) (455)
Ct, = dildx! (Vo — Va)0} (4.56)
Cl, = dzi (Vo — V)0 = C! (4.57)

ca?’

wobei C’é’a der Differenzentensor in einem #‘-Koordinatensystem ist. Wir erkennen, dass der Tensor
unabhéngig vom Koordinatensystem ist, wodurch er eine globale Gréfie auf der Mannigfaltigkeit
ist! Nun betrachten wir diese Differenz zwischen zwei kovarianten Ableitungen wirkend auf duale
Vektoren:

(Vo — Va)(wpt?) = 0= (Vo — Vo) (wp)v® 4+ wp(Va — Vo) (0°) = (
(Va — Va)(wp)v® + wpClv° (4.59

(Va = Va)(wp)v" = =Copuwpv® (

(Va = Va)wp = =Cewp (

Also hat der Differenzentensor C?, ein negatives Vorzeichen fiir duale Vektoren. Aus Bedingung 4
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erhalten wir V,V, f = V)V, f, aber Vi (f) ist ein Tensor der Stufe (0,1), also kénnen wir schreiben:

va@b(f) = @a(vbf) = vavbf - leavcf (462)
VoVa(f) = VyVaf — CE V. f (4.63)

Diese zwei Gleichungen kénnen wir voneinander subtrahieren und wir wissen (Bed.4), dass das

Ergebnis 0 sein soll:
(Cf = Cap)Vef =0, (4.64)

Also muss (Cf, — C&) = 0 gelten, was bedeuted, dass der Differenzentensor fiir die kovariante
Ableitung symmetrisch bzgl. den zwei unteren Indizes ist. Nun wollen wir noch eine Grofle, einen

Tensor, definieren, ndmlich den Riemann’schen Kriimmungstensor:
[Va, ViJo¢ = RS, 0%, (4.65)

diese Grofle wird die Kriimmung unserer Mannigfaltigkeit bestimmen. Zur Zusammenfassung dieses

letzten Abschnittes der kovarianten Ableitung: Die 3. Bedingung bedingt die Existenz des Differen-

zentensor Cgbvb = (Vo — Vgo)v© und die 4. Bedingung bedingt die Existenz des Riemann-Tensor
RS, v% = [Va, Vp]ve. Doch nun ein kleiner Einschub in Algebras und Derivationen.
Mathematical Interlude: Algebra und Derivationen
Eine Algebra ist ein Vektorraum, auf dem bilineare Abbildungen definiert sind. Man sagt das
Paar (A, -) ist eine Algebra. Fiir - gilt:

1. tA®A—-A
2. (a,b)=a-be A
3. (Aa+ pbvc+ed) =Iva-c+ Xea-d+ pvb-c+ ueb-d
Eine bestimmte bilineare Abbildung, eine Derivation, hat folgende Eigenschaft:
D(A) ={D: A — A|D ist bilinear und D(A- B) = D(A)- B+ A- D(B)}.

Also erfiillten sie die Leibniz-Regel! D.h. eine Derivation ist eine bestimmte bilineare Abbildung mit
Leibniz-Regel. Nun betrachten wir eine zweifache Anwendung von zwei Derivationen D; und Dy auf

ein inneres Produkt (a - b):

Dng(a . b) = D1 (Dg((l) -b +a- Dg(b)) = (466)
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Berechnet man nun Dy D1 (a - b) und subtrahiert man davon Gl. (4.67) erhélt man:
[Dl, DQ](G . b) = [Dl, DQ]((I) b+ [Dl, DQ](b) s a. (468)

D.h. der Kommutator von zwei Derivationen ist selbst auch eine Derivation, da er auch die Leibniz-
Regel erfiillt! Nun kann man eine Algebra bilden, nimlich eine deren Vektorraum der Raum der
Derivationen D(A) ist. Die bilineare Abbildung ist dann ein Produkt: (D(A),*) mit * : D« D' :=
[D, D’], also einfach der Kommutator. Nach weiterer Uberlegung kommt man zum Schluss, dass eine
Derivation existiert, die durch die Derivationen von D(A) erzeugt wird: © : D(A) — D(A) und diese
Derivation lautet trivialer Weise wie folgt: ©(D) = [D1, D], wobei D; eine beliebige feste Derivation

ist. Diese Derivation erfiillt natiirlich auch die Leibniz-Regel:

@(DQ * Dg) = @(Dz) * D3 + D2 * @(Dg) = [Dl, DQ} * D3 + D2 * [Dl, Dg] (469)
D (D3 * D3) = [Du, [D2, D3]] = [[D1, D2, D3] + [Da, [D1, D3]], (4.70)

wobei diese Beziehung als Jakobi-Identitat bekannt ist. Wir erkennen, im Kontext der Derivationen

ist das nichts Anderes als die Leibniz-Regel.

Nun kénnen wir uns wieder dem Riemann’scher Kriimmungstensor. Da [V, Vp]v© = Réacvd die
Definition des Kriimmungstensor ist, schreiben wir ihn schnell in [V, V] (v20¢) = vdz})[V,, V)0 =
RS, .v* um. Wir kénnen iiberpriifen, ob dieser Tensor global auf unserer Mannigfaligkeit existiert,

so wie wir es beim Differenzentensor C%, gemacht haben:

Réab = d‘i‘fi [Va? vb]ézc (471)
Ry, = di}y0;27 [Va, V)05 (4.72)
Ry, = da)[Va, V)05 = Ry (4.73)

Da offenbar die Gleichheit zwischen zwei willkiirlichen Koordinatensystemen gilt, gilt die Gleich-
heit tiberall auf der Mannigfaltigkeit, womit der Kriimmungstensor global definiert ist. Aber der
Kriimmungstensor ist dennoch abhéngig von der jeweiligen kovarianten Ableitung, die im Kommu-
tator steht. Wir haben schon gesehen, dass wir koordinaten-kovariante und kovariante Ableitun-
gen in Abhéngigkeit von anderen Ableitungen anschreiben kénnen, aber geht das auch mit dem

Kriimmungstensor? Wenn schon so gefragt wird, dann heifit die Antwort ja:

VaVir© = Vo (Vyo©) + Cpo(Vir™)
(4.74)

VaVyv© = Vo Vi + Vo (CE 0™ + O, Vo (0™) + CS,, (V)™ + CS, CTu™ — OV v’ — CROS, o™
(4.75)
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Bildet man nun den Kommutator [V,, V] erhilt man:
Riart” = [Va, Vio© = R v? + (VaCiy — ViCrg + Cria Oy — Crp Ot ) 0™ (4.76)
D.h. der Riemann-Tensor lautet:
Ry = Riap + VaCiy = ViCiy + CraCily — CrryCl (4.77)
Als kleine Nebenbemerkung: Der Riemann-Tensor ist fiir die normale Ableitung 9, 0:

0a0pv° = 0, (dx}) 00" 0) (

Do Opv© = da}) dat, 0,0, uv” o, (4.79
Ba040° = dael il O, ud 0" O (
(

BaOpv° = DyDav® — [Da, DpJv° = 0.

Da wir uns intensiv mit einer globalen Ableitung fiir unsere Mannigfaltigkeiten auseinander gesetzt
haben, kénnen wir wieder zuriick zu unserem eigentlichen Thema: Parallele Vektoren entlang Kurven.
Zur kurzem Wiederholung, ein Vektorfeld v® ist entlang einer Kurve ~y parallel zu sich selbst, wenn
gilt:

uPOyv? = 0, (4.82)

wobei u® der Tangentenvektor der Kurve und 0, die koordinaten-kovariante Ableitung ist. Jetzt
konnen wir aber diese Bedingung verallgemeinern und sagen, eine Kurve ist V-parallel entlang 7,
wenn gilt:

Vi = 0. (4.83)

Wir wissen ja, dass wir die kovariante Ableitung mit einem gut gewihlten Differenzentensor in
Abhéngigkeit einer anderen Ableitung ausdriicken kénnen. Und genau das machen wir jetzt auch:
Sei V, = 9, + T',. Wir erweitern also unsere koordinaten-kovariante Ableitung mit einem (noch

unbekannten) Differenzentensor. Schauen wir mal, was passiert, wenn wir diese Beziechung in Gl
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(4.83) einsetzen:

UV, 0° = u®d,0° + utTl v¢ =0 (4.84)
d 1% . aT\v K QC o
7Y o+ PHORT v ¢ dxrdxS =0 (4.85)
d 1% 1% g . K
i O+ 1,670 v"9) =0 (4.86)
d d
av”@,ﬁ + TV, 870P0) = 0(Zv" + I, 27v7)0b = 0 (4.87)
d
V7 () + [, (" (2))a% ()]v*(t) = 0 (4.88)
0¥ (1) + HY (80 (1) = 0. (4.89)

Um die Leserschaft nun vollig zu verwirren, wird nun behauptet, dass wir diese Gleichung kennen:
Das ist die Schrodingergleichung. Erster Term: eine Zeitableitung, zweiter Term: ein zeitabhéngiger
Hamilton-Operator wirkend auf unser gesuchtes Vektorfeld. Bevor jeder dieses Skriptum frustriert
zur Seite legt, seid unbesorgt, das ist nicht die Schrédingergleichung. Sie ist nur mathematisch d&hnlich

aufgebaut. Denn mit einem Zeitentwicklungsoperator U, (t) kann man diese Gleichung lésen:
v¥(t) = UY (W (0) — Uy + HLUS =0, (4.90)

mit folgender Anfangsbedingung: U} (0) = d,. Wenn wir nun wissen, wie das Vektorfeld am Anfang
der Kurve aussieht (v”(0)), miissen wir nur diese ,,Schréodingergleichung* fiir den Zeitentwicklungs-
operator 16sen und kénnen dadurch das Vektorfeld an jeder Stelle der Kurve bestimmen. Hier muss
ein grofier Unterschied gemacht werden mit Gl. (4.83): Wihrend wir dort eine Kurve hatten, muss-
ten wir schauen ob irgendein Vektorfeld, welches global definiert war, parallel zur Kurve ist. In GI.
(4.90) brauchen wir nur die Kurve und die Anfangsbedingung kennen, um das Vektorfeld auf der
Kurve zu bestimmen. Wie das Vektorfeld auerhalb der Kurve aussieht, kénnen wir nicht sagen, nur

wie es sich entlang der Kurve verhilt.
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Kapitel 5
Einstein’sche-Feldgleichungen

Nun koénnen wir uns endlich etwas Physik zuwenden. In diesem letztem Kapitel werden wir ein
Analogon des 2. Newton’schen Gesetzes herleiten, Ableitungen von Vektorfeldern unter Stromungen

betrachten und den Einstein-Tensor postulieren.

5.1 Autoparallele Kurven

Im frithen 20. Jahrhundert denkte Albert Einstein einige Zeit iiber Gravitation und Raumzeit nach.
Er safl so viel in seinem Biiro, dass er eines Tages einen Bauarbeiter sah, wie dieser vom Gertist
fiel. Einstein, besorgt, lief natiirlich hinaus auf die Strafle, um nach dem Armen zu sehen. Dieser
antwortete auf die Frage, wie sich der Fall anfiihlte, ,,Ich fithlte mich ganz frei“. Das war der Moment
in dem Einstein klar wurde, dass Gravitation und der freie Fall ein und dieselbe Sache sein miissen.
Denn in einem dunklen beschleunigenden Aufzug, ohne duflere Sinneseindriicke, kann man nicht
sagen, ob man sich in einem Gravitationsfeld oder im freien Fall befindet.

Wenn laut Einstein Gravitation keine Kraft ist, sondern die Kriimmung der Raumzeit, wie wiirde
dann die Bewegungsgleichung eines freien Korpers in einer gekriimmten Raumzeit aussehen? Das
sind die sogenannten Autoparallelen Kurven.

Autoparallele Kurven sind jene, deren Tangentenvektorfeld parallel zu sich selbst ist, d.h. die

Parallelverschiebung des Tangentenvektor ist entlang der Kurve 0. Symbolisch gilt:
(uV 4 )ub = 0. (5.1)

Wir erkennen, dass hier nur das willkiirliche Vektorfeld v® aus Gl. (4.83) mit dem Tangentenvektor-

feld ausgetauscht wurde. Gleichermaflen gilt die ,,Schrodingergleichung“ fiir das Tangentenvektorfeld:

¥ (t) + T, ()i (t) = 0. (5.2)
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Mit einer elementaren Umformung und Multiplikation mit der Masse m, kénnte man schon eine

Verbindung mit dem Gravitationspotential ®; machen:
mi”(t) = —ml',,i"(t)2°(t) = —m0, @y, (5.3)

aber man erkennt, dass diese Beziehung nicht ganz richtig sein kann, da wahrend links ein kontra-
varianter Index der Beschleunigung ist, befindet sich rechts ein kovarianter Index des Gradienten.
Also so einfach ist es nun doch nicht.

Die Gleichung (5.2) hat nun einige andere Eigenschaften als Gl. (4.83): Wir suchen hier nicht
nach einem Vektorfeld, welches parallel ist, sondern direkt die Kurve, deren Tangentenvektoren
immer parallel sind, bzw. die Gl. (5.2) erfiillt. Dariiber hinaus ist sie nicht mehr linear, sie kann
also nicht mehr so wie die Schrédingergleichung gelost werden. Da sie dadurch ein vollig anderes
Objekt darstellt, hat sie auch einen eigenen Namen: Die Gleichung der Autoparallelen Kurven. Sie
beantwortet die Frage, was die Kurven von freien Teilchen in einer gekriimmten Raumzeit sind. Wir
haben hier aber ein kleines Problem. Fiir den Tensor I';, brauchen wir die kovariante Ableitung,
aber wie sieht diese genau aus? Wir wissen nur, dass sie die vier Bedingungen erfiillen muss, aber
ansonst haben wir ihr nicht mehr Form gegeben. Im Folgenden werden wir eine Bedingung fiir die
kovariante Ableitung aufstellen, wodurch wir von allen moglichen Ableitungen, nur eine aussuchen
konnen und diese ist dann eindeutig.

Hierfiir miissen wir die Metrik wieder ins Gedéchtnis bringen. Im Mathematical Interlude zur
abstrakten Indexschreibweise (Kapitel haben wir sie schon kennengelernt. Hier ist die Metrik
gap ein Tensorfeld der Stufe (0,2) und stellt eine Verallgemeinerung der Minkowski-Metrik der SRT
da. gap ist symmetrisch gqp = gpe und fiir eine orthonormale Basis des Tangentenraums T, M gilt:
gabEgEg = 7ag, also fiir jeden Tangentenraum, stellt die Metrik die Minkowski-Metrik dar. In
normalen Vektorrdumen stellt die Metrik eine Art von Innerem Produkt dar: Mit der Metrik kann
man beliebige Indizes hinauf- und hinabstellen, je nach dem ob man g, oder ihre Inverse g*® benutzt.
Dadurch kann man das Innere Produkt zwischen zwei Vektoren bilden: v*w®gq, = v*w,. Mit einem
Inneren Produkt konnen wir das Verhéltnis von zwei Vektoren zueinander beschreiben. Seien zwei

Vektorfelder v® und w® parallel entlang der Kurve +, also fiir sie gilt jeweils:

(u*Va)vb =0 (5.4)
(u*Va)w® = 0. (5.5)

Dadurch kénnen wir ohne Fehler folgendes behaupten:
(u“Va)(vbwcgbc) = wcgbcuava(vb) + vbgbcuava (w®) + vbwcu“Va(gbc) = vbwcuava(gbc) =0. (5.6)

Wir verlangen also, dass das Innere Produkt der beiden willkiirlichen Vektoren v®w¢gy. konstant
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entlang der Kurve ist. Als Konsequenz bekommen wir folgende Bedingung fiir unsere Ableitung;:

Val(gpe) = 0. (5.7)

Diese Bedingung gilt fpr beliebige Anfangsbedingungen der Vektorfelder v* und w¢, sowie der Kurve
mit z(t = 0)* = x{, wodurch diese Bedingung global fiir unsere kovariante Ableitung gelten soll. Um
mehr Information aus dieser Beziehung zu gewinnen, schreiben wir sie nun in Abhéngigkeit einer
anderen Ableitung um:

Va(gpe) =0 = @agbc — Cpagme — CogGom- (5.8)

Durch elementarer Umformung erhélt man:
Cagme + Cligom = Vagoe: (5.9)
Nun wollen wir die Eigenschaft der Metrik ausnutzen, mit der wir Indizes herumschieben kénnen:
Ceba + Chea = Vagee. (5.10)

Nun permutieren wir die Indizes, wodurch wir folgendes erhalten:

I :cha + Cbca = ﬁagbc (511)

11 :Cacb + Ocab - @bgca (512)

Cbac + Cabc - @cgab (513)

Nun subtrahieren wir Gl. von I GI. und addieren II. Durch die Symmetrie des Differenzentensors

in den letzten beiden Indizes, kiirzt sich jeweils Cyp. mit Cyep und Chee mit Cheo: Dadurch erhalten

wir folgende Gleichung:

2C’cab = @agcb + ﬁbgca - vcgalr (514)

Nun nutzen wir wieder die Hoherung oder Erniedrigung der Indizes mittels einer Metrik und erhalten:

1 ~ -
gb = §gcm(vagmb + ngma - Vmgab)7 (515)

wodurch wir den Differenzentensor mittels der Ableitung definiert haben, wo die Metrik bei kova-
rianter Ableitung 0 wird. In der Literatur wird oft geschrieben, dass unsere kovariante Ableitung
folgendermafien aussieht:

Va=0,+T4, (5.16)

wodurch das Christoffel-Symbol folgende Form hat:

1
Zb = i‘gcm(aagmb + abgma - 8mgab)- (517)
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Damit haben wir die sogenannte Levi-Clivitd Ableitung gefunden. Man sieht, dass die Metrik unsere
Ableitung bestimmt und unsere Ableitung bestimmt die Kriimmung (Riemann-Tensor). Somit wird

die Metrik das zentrale Objekt der Allgemeinen Relativitdtstheorie. Doch wie bestimmen wir gq;?

5.2 Lie-Ableitung

Um weitere Information zur Metrik zu bekommen, miissen wir uns noch schnell mit der Newton-
Devwiationsgleichung auseinandersetzen. Wie lautet diese Gleichung? Dafiir betrachte man eine Schar
an freifallenden Objekten, deren Masse m(s) und deren Aufenthaltspunkt x%(¢,s) lautet. Hier ist s
der Selektorparameter, der das betrachtete Objekt bestimmt. Z.B. kann bei s=1 ein Fahrrad sein,
s=4 ist ein Ball, s=2 ein Hamster usw. Wenn diese Objekte in einem Graviationsfeld fallen, lautet
ihre Bewegungsgleichung:

m(s)i'(t,s) = —m(s)0;®(x™(t,s)), (5.18)

wobei ®(2™(t,s)) das Gravitationspotential in Abhéngigkeit des Ortes des betrachteten Objektes
ist. Nun definieren wir einen Vektor, der von einem Objekt aufs néchste hinzeigt. Origineller Weise

nennen wir ihn Zeiger und es gilt: ‘
_0x'(t,s)
- 0s

also die Anderung der Kurve des Objektes in Richtung des nichsten Objektes gibt uns unseren

&'(t) (5.19)

Zeiger. Wir wollen auf eine Bewegungsgleichung des Zeigers kommen, deshalb differenzieren wir Gl.

(5.18) nach dem Selektorparameter s:

9 .01, 5)). (5.20)

t,s):—as

752 (

Unter Verwendung der Linearitit der Ableitung (Vertauschung von % und 9;) und der Kettenregel
bei ®(x™(t,s)) erhalten wir:

42 9zi(t, dxk(t,
R T ) ULy (5.21)
€'+ 0p0i@(x™ (t,5))€" (1) = 0. (5.22)

Gl. (5.22) ist die Newton-Deviationsgleichung. Sie beschreibt uns die Relativbewegung von Objekten,
die sich im freien Fall des Gravitationspotentials befinden. Sie beantwortet die Frage: Wie fallt ein
Objekt relativ zu mir? Wenn man sich nun vorstellt, man wére in einem fallenden Fahrstuhl und man
hat einen Ball in seiner Hand, kann man den Gradienten des Gravitationspotentials 9;®(z™ (¢, s))
mit der Fallbeschleunigung substituieren und man erhélt die homogene Bewegungsgleichung fz =
0. Und das wiirde ja auch passieren, wenn man den Ball aus seiner Hand lésst, wiirde er sich,
relativ zu uns, linear bewegen. Wenn man nun das System erweitert, vergroffert, dann kann man

diese Vereinfachung nicht machen, und man erhéilt Abweichungen, die dem tensoriellen Gradienten
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des Gravitationspotentials 9;0;®(z™(t, s)) entsprechen. Um nun ein Analogon fiir eine gekriimmte
Raumzeit zu erhalten, miissen wir besprechen, was Lie-Ableitungen fiir Vektorfelder sind.

Sei £* ein Vektorfeld auf unserer Mannigfaltigkeit. Dann kann man £ als Stromung auffassen.
Wir definieren nun die Stromlinie oder Integralkurve: #%(t) = £%(2°(t)), also der Tangentenvektor
einer Kurve ist gleich der Stromung an dem Punkt des Tangentenvektors. Das ist einsichtig, wenn
man sich einen Fluss vorstellt und einen Korken hineinwirft. Die Kurve, die der Korken macht, ist
unser z*(¢) und an jedem Punkt der Kurve ist die Geschwindigkeit i%(¢) (Tangentenvektor) gleich

der Stromung an diesem Punkt £%(z°(¢)). Nun definieren wir die Flussabbildung:
D (xpr) = 2 (t). (5.23)

Sie zeigt uns den Verlauf einer Kurve fiir einen gewissen Anfangswert x'(t = 0) = z aus einer
Schar von Anfangswerten zf € B wobei B ein Bereich auf unserer Mannigfaltigkeit ist. Fiir die
Flussabbildgung gilt:

B (af) = 1('(0)) = ) (5.24)

O (D(27")) = Piyy(25) (5.25)
Also fiir den Zeitpunkt t = 0 fliefit die Kurve entlang der Stromung nicht und die Flussabbildung gibt
den Anfangswert zuriick, wirkt also wie die Identitét I. Dariiber hinaus soll die Zusammensetzung
von zwei gleichen Flussabbildungen fiir verschiedene Zeiten gleich der Flussabbildung fiir die Summe
der Zeiten sein. Das macht auch bildlich Sinn: Man betrachte wieder den Korken im Fluss. Als erstes
beobachtet man ihn fiir t Sekunden, dabei flielt der entlang der Stromung. Dann ab dem Zeitpunkt
t befindet sich der Korken bei x%(t). Dann betrachten wir den Korken abermals, dieses Mal fiir s
Sekunden. Dann befindet er sich dieses Mal bei ®¢(®7(z")), weil hier der Anfangswert der Endwert
der letzten Beobachtung war. Dieser Vorgang ist aber equivalent dazu, den Korken einfach eine
Zeitdauer t+s zu beobachten.

Man kann sich schon irgendwie denken, dass man aus der Flussabbildung das Stromungsvektorfeld

herausextrahieren kann. Betrachten wir die zeitliche Ableitung der Flussabbildung:

B ()i = (0 = 0) = €1 (0 = 0)) = ), (5.26)
also die zeitliche Anderung der Flussabbildung zu einem gewissen Zeitpunkt t=0, der ja willkiirlich
ist, ist gleich dem Stromungsvektorfeld £°.

Betrachten wir nun ein Skalarfeld auf unserer Mannigfaltigkeit unter dem Einfluss der Stromung
&% Es sei f(2™) ein Skalarfeld (z.B.: die Temperatur einer Fliissigkeit an einer Stelle ™). Dann ist

f(z™) das Skalarfeld, welches mit der Strémung entlangflieBt. Dann gilt f(z™) = f(®¢(2™)). Nun
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Abbildung 5.1: Zur Illustration der Herleitung der Flussabbildung 11;5.

wollen wir die zeitliche Ableitung dieses stromenden Skalarfeldes berechnen:

EFEim = S F@E im0 = AT ) = SO = (5.27)
O dokOnf (@€ (@™) = OFE (™) dokOnf (@) = 0uf (@) = (Lef) ™). (5.25)

Das ist die sogenannte Lie-Ableitung fiir Skalarfelder. Sie beschreibt die zeitliche Anderung eines
Skalarfeldes f unter einer Stromung £¢ in erster Ordnung. Die koordinaten-kovariante Ableitung ist

aber nur lokal definiert, deshalb wollen wir unsere Levi-Cevita Ableitung verwenden:

(Le f) (™) = £*Vaf(z™). (5.29)

Nun kommt der néchste Schritt, wie sieht es aus fiir Tensoren hoherer Stufe, bzw. was ist Lev®?
Dafiir betrachten wir zwei Vektorfelder £* und v®. Beide haben eine Flussabbildung, die man wie
in GL.(5.26) herleiten kann. Fiir unser Vektorfeld v* sei ¢ die Flussabbildung. Nun wollen wir eine
Flussabbildung fiir v® bei der der Einfluss der Stromung von &% konstruieren. Man betrachte dafiir
Abb. Dort sind beide Strémungen visualisiert. Um eine Flussabbildung ¥, zu konstruieren, die
die Stromung £* beinhaltet, gehen wir von einem Punkt ™ aus. Von dort stromen wir entlang der
Stromung £ ein bisschen. Dann stromen wir entlang unserer Stromung v® und stréomen dann in
negativer Richtung (deshalb mit —¢ gekennzeichnet) wieder entlang £%. Dabei wird man nicht zum
selben Punkt gelangen, als wire man von z™ entlang v® gestromt, doch das wollen wir ja auch

erzielen. Die Flussabbildung lautet:

V™) == 8 (1 (@}(a™)))- (5.30)

Eine wichtige Eigenschaft der Flussabbildung ist G1.(5.24), die auch 1/;5 erfiillen muss. Betrachten
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wir ’(/JEZO(.’L‘M)Z
Eo(a™) = 08 (¥l_o(@)(x™))) = OF, (B (a™)) = B, (a™) = 2™, (5.31)

also unsere Bedingung ist erfiillt. Wie wir in G1.(5.26) das Vektorfeld aus der Flussabbildung extra-
hieren konnten, kénnen wir auch hier das Vektorfeld v extrahieren, welches unter dem Einfluss der

Stromung £ stromt:

i i L i ,
Ga™) = L) = @) W @] (a7) = T @il (@l), (532

wobei wir % = v genutzt haben. Wie wir in G1.(5.27) die Lie-Ableitung fiir Skalarfelder herleiteten,

koénnen wir hier dasselbe fiir Tensorfelder der Stufe (1,0) machen:

4o
dt

- d . d . | .
V@M im0 = =7 b 4 G 0k'EE = g 4 0" = Lev', (5.33)

wobei bei jedem Vektorfeld die Abhéingigkeit von 2™ fiir Ubersichtlichkeit unterschlagen worden ist.

Das ist die Lie-Ableitung fiir die Komponenten des Vektorfeldes v®. In Basisschreibweise:

Lev® = (=050 + 0p'€h) 0y (
Lev® = (=07 Op&M! + 5 Op'eh) o (5.35
Lev® = (=0 day o' 0f + 0P duy ov'€' o) (
L;;:Ua = fbabv“ — Ubabfa, (
wobei wir 6F = 9Pdx¥ und dann die Basisschreibweise der Vektoren (z.B.: v® = v?9¢) ausnutzten. Wie

vorher miissen wir die koordinaten-kovariante Ableitung mit der Levi-Cevita Ableitung austauschen,

um die Globalitéit der Lie-Ableitung zu gewéhrleisten:
Lev® = Vv — oPV,e°. (5.38)

Falls wir aber doch irgendwie eine andere Ableitung finden, die auch V,gy. = 0 erfiillt, miissen wir
nicht besorgt sein, denn die Lie-Ableitung fiir Vektorfelder ist eindeutig:

OV — PVye? = 8V + CC0™) — 08 (Ve + CS ™) = (5.39)

OV —PVE® + PO v ™ — 0P CEE™ = PV — 0PV D + EPCC ™ — PCF, €™ = (5.40)

OVt — 0PV €0 + £PCC o™ — EmCE 0P = PVt — 0PV,E,  (5.41)

da der Differenzentensor C,, symmetrisch in den unteren zwei Indizes ist. Nun wollen wir wissen,

was die Lie-Ableitung fiir kovariante Vektorfelder w,, ist. Dafiir betrachten wir die Lie-Ableitung von
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wpv?, unter Verwendung der Leibniz-Regel und Gl. (5.29) und Gl. (5.38):

Le(wpv®) = Le(wpv”) (5.42)

Lewpv® + wpLev® = (£9V,) (wpv?) (5.43)

Lewpv® 4+ wpéoV o0 — wpv?V €0 = €4V wpv® + w2V 00 (5.44)
Lewpv® = wpv®V &0 + €2V jwpv” (5.45)

Lewy = €9V w0 + wp Vo' (5.46)

Hier wurde schon in weise Voraussicht die Levi-Cevitd Ableitung eingefiigt. Nun kénnen wir uns der

Herleitung der Einstein’schen Feldgleichungen zuwenden.

5.3 Der Einstein-Tensor

Der Einstein-Tensor verbindet die im System befindliche Energie/Materie mit der Kriimmung der
Raumzeit. Um eine derartige Gleichung aufzustellen, hat Einstein 1914 ein geometrisches Analogon
der Newton-Deviationsgleichung hergeleitet und das machen wir hier heute auch.

Wir betrachten eine Schar an kréftefreie Objekte mit Geschwindigkeitsvektor u®. Da keine Gra-
vitation wirkt, aber die Raumzeit gekriimmt wird, sind die Kurven der Korper Autoparallele, d.h.

sie gentigen der Gl. (5.1) oder hier fiir nochmals wiederholt:

(uV 4 )ub = 0. (5.47)
Dabei reprisentiert u® ein zeitartiges (u? = —1), geodéitisches Vektorfeld auf unserer Mannigfal-
tigkeit, da fiir jeden Punkt eine Kurve existiert und deren Tangentenvektor dort gebildet werden
kann. Nun stellen wir uns eine Kurve v vor, die in einer beliebigen Richtung zu den Autoparallelen
verlduft. Dann nennen wir ®;(y) eine Kurve, bei der jeder Punkt von der urspriinglichen Kurve
unter der Stromung u® entstanden ist. Dafiir kann man sich ein Seil in einem Fluss senkrecht zur
Flussrichtung vorstellen: Zu jedem Zeitpunkt t hat das Seil die Form wie zum Zeitpunkt t=0 mit
dem Einfluss der Stromung, jeder Punkt auf dem Seil wird mit dem dort befindlichen Vektor des
Vektorfeldes u® nach vorne bewegt. Das Tangentenvektorfeld der Kurve « existiert damit auf der
Raumzeit und soll £* heiflen. Da wir in der Konstruktion des Vektorfeldes die Querstromung u®
miteinbezogen, gilt folgende Beziehung;:
L,£%=0. (5.48)

Die Lie-Ableitung beschreibt ja die Anderung des Vektorfeldes unter dem Einfluss eines zusitzlichen
Vektorfeldes. Wenn wir nun das Vektorfeld mit der Wirkung der Stromung herleiten, ist die Anderung
bzgl. der Stromung 0. Explizit ausgeschrieben heifit G1.(5.47):

L% = ubVye® — ¢Vu® = 0. (5.49)

59



Dabei beschreibt u?V,£® die zeitliche Ableitung beziiglich dem Beobachter mit Tangentenvektor u®.
Sie zeigt die Anderung von £ nach seiner Eigenzeit an. Eine (zweifache) zeitliche Ableitung kommt
auch in der Newton-Deviationsgleichung vor, deshalb ist unser erster Verdacht zur geodditischen

Deviationsgleichung, dass wir (u®V,)2¢% bilden:

(uV)*€* = (uV)(u"Vp)E" (
(uV)*¢* = (uVe) (£ Vpu®) (5.51
(uV)%€* = uV () Vyu® + PucV o (Vyu®) (
(uV)2€% = uV (2 Vpu® + E2uVy(Vou®) + REyudebus, (

Sieht unnétig kompliziert aus. Wir miisssen nun betrachten was £°Vy, - 0 = €0V, (u®V u?) ist:
PV, - 0 = &V, (uV u®) = £V (u®) Vo (u®) + PuV,Vou® = 0. (5.54)

D.h. wir kénnen £2ucV,(V.u®) mit —£°Vy(u) V. (u®) in Gl. (5.53) ersetzen:

(uV)2€ = uV (") Vpu® + PV (1) Ve (u®) + RS udetuc (5.55)
(uV)?e" = (uV)(")Vyu® — (EV)u'Vi(u?) + Riu’e’u’ (5.56)
(V)26 = (wV)(€") = (EV)u")Vou® + Ruieu’ (5.57)
(uV)%€* = L,Vyu® 4+ RS uebu’ (5.58)

(uV)?€" = R u€u’. (5.59)

Das kann man unter Verwendung der Antisymmetrie des Riemann-Tensors in den zwei letzen unteren
Indizes umschreiben zu:
(uV)2€% + R%, uduceb = 0. (5.60)

Das ist die Geoddtische Deviationsgleichung. Hier konnen wir eine Verbindung zwischen dem Riemann-

Tensor und dem tensoriellen Gradienten des Gravitationspotential in Gl. (5.22) machen. Es gilt also:
R¢ jubu? = 9%0,, (5.61)

fiir die Korrelation zwischen den Indizes wurde die Metrik auf der linken Seite verwendet. Da aber 0%
Ableitungen in jeder Raumzeit-Koordinate darstellt und ® nur vom Ort abhéngt macht die Metrikan-
wendung keinen Unterschiecﬂ Das Gravitationspotential erfiillt eine Poisson-Gleichung A® = 47 p,,,
wobei p,, die Materiedichte ist. Da der Laplace-Operator A = 9%, ist, miissten wir Gl.(5.61) kon-

1Im Mathematical Interlude zur Abstrakten Indexschreibweise lernten wir die Metrik kennen. Dort sahen wir, dass
die kovariante zeitliche Komponente eines Vektors (vo = v”no,) nur ein anderes Vorzeichen hat. Da die zeitliche
Ableitung aber von sich aus 0 wére, gilt 9*®(z™) = 9y (™).
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trahieren, um die Materiedichte in Beziehung zum Riemann-Tensor zu bringen:
RyquPu? = A® = 4rp,, = 4nTuu’, (5.62)

wobei der letzte Schritt der Elektrodynamik verschuldet ist. Die Spur vom Riemann-Tensor Rj, , =
Rpq heifit Ricci-Tensor und Ty, ist der Energie-Impuls- Tensor bekannt aus der Elektrodynamik, der
den Fluss von Energie und Impuls fiir ein System beschreibt. Einstein hat 1914 dann gefolgert, dass
folgende Gleichung gelten muss:

Rop = ATy, (5.63)

doch leider vergebens, denn diese Beziehung ist falsch. Denn, wieder aus der Elektrodynamik, ist
bekannt, dass der Energie-Impuls-Tensor divergenzfrei ist: V*Ty;, = 0, was aber nicht fiir den Ricci-
Tensor gilt. V2R, = 0 gelte nicht allgemein, weshalb Gl. (5.63) nicht richtig sein kann. Um den Feh-
ler zu beheben, brauchen wir die 2 Bianchi Identitaten, die allgemeine Aussagen iiber den Riemann-

Tensor machen. Die Bianchi-Identitdten seien im Folgenden ohne expliziten Beweiﬂ aufgelistet:

1. R

abc

+R™ 4+ R, =0

cab

2. VaRd + VCRzab + VberLca =0

nbc

Kontrahiert man nun in der zweiten Bianchi-Identitdt die Indizes a und d und wendet dann die

Metrik g™ an, erhilt man:

VaRiyeg™ + VeRupg" — ViRpeg™ =0 (5.64)
~VuR*+V.R—V,R*=0 (5.65)

1
V.R} = 5 Volt. (5.66)

R = R,,g% ist der Kriimmungsskalar. Damit haben wir also gezeigt, dass der Gradient des Ricci-
Tensors allgemein nicht 0 ist. Durch Umformung mit der Metrik, kann man aber ein Gebilde erzeugen,

was wie der Energie-Impuls-Tensor divergenzfrei ist:

VR — %va (5.67)
V9acRpy = %V“gabR (5.68)
VR, = %V"gabR (5.69)
V(R — 590 F) = 0. (5.70)

Und hier sind wir, wo auch Einstein im Jahre 1915 war: Damit konnte er die Verbindung zwischen der
Geometrie der Raumzeit mit der Materie ziehen. Durch Gleichsetzung von G1.(5.70) und V*T,, =0

2Fiir die jeweilige Bianchi-Identitdit muss man jeweils [Va, [V, Ve]lf = [[Va, Vil, Velf + [Vb, [Va, Vel]f und
Va, [Vb, Vellv? = [[Va, Va], Vv + [V, [Va, Ve]Jv® betrachten, wobei f ein Skalarfeld und v® ein Vektorfeld darstellt.
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konnen wir die Einstein’schen Feldgleichungen aufstellen:
1
Gab = Rab — §gabR = 87TTab. (5.71)

Gap heiit auch FEinstein-Tensor. Der Faktor 2 auf der rechten Seite riihrt daher, dass man hier
einfache Materiedichte annimmt, eine der Form T, = p,uqup. Bildet man nun die Spur von Gy
erhdlt man G = R—2R=—-R = -8mp,, > R= 87Tp Kontrahiert man nun G1.(5.71) mit u%u®

erhéalt man:

1
Gapu®u® = Rypuub — igabu“ubR = 87 Tpuu’ = 8T Pm (5.72)
1 1 1
AT P — 5uaubR = 47 + 5 R = A7p + 587 pm = 87pm (5.73)
8T pm = 8T Py, (5.74)

was den Faktor 2 bestétigt.

Also haben wir nun die Einstein’schen Feldgleichungen postuliert, jetzt miissen wir sie noch lésen,
also die Metrik finden und nach Hause gehen. Ganz so leicht ist es aber nicht. Denn um die Metrik zu
finden, muss man V%Ty;, = 0 fordern. Aber die Ableitung kennen wir noch nicht, die wird erst durch
die Metrik bestimmt, die kennen wir aber nicht, genau die suchen wir ja! Wenn das so ist, geben
wir einfach eine Metrik vor und finden dazu dann den Energie-Impuls-Tensor. Das funktioniert auch
nicht ganz so einfach, da meist ein negativer Ty, herauskommt, was unphysikalisch ist. Also was
macht man?

Tatséchlich gab es schon 1916 eine exakte Losung zur Gl. (5.71), ndmlich T,p, = 0. Hort sich trivial
an ,Ja das ist doch der freie Raum, da gibt es keine Raumkriimmung!“. Da aber Gl.(5.71) nicht-
linear ist, gibt es noch zusétzliche Losungen. Welche die vorhersagen, dass Raumkriimmung durch
Raumkriimmung entsteht. Raumkriimmung besitzt selber also Energie, und diese selbsterzeugende

Raumkriimmung nennt man Gravitationswellen.

3T = pmuaua = pm(—1), da wir einen zeitartigen Beobachter mit Geschwindigkeit u® betrachten.
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Kapitel 6

Schluss

Und hier, wo es erst so richtig anfingt wird, endet das Skriptum. Wie geht es nun weiter? Ganz
einfach: In Geometrie und Gravitation I im Sommersemester. Ich bedanke mich an die Leserschaft
und hoffe, dass dieses Skriptum hilfreich fiir das Versténdnis des Stoffes. Ziel dieses Skriptums
war es in Prof. Balasins meist verwirrendem Vorgehen etwas Einsicht zu bringen. Fehler bitte an
a.miethlinger@gmail.com melden!

Ich wiinsche den hier lesenden Studierenden alles Gute zur Priifung!

-Alexander Miethlinger
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