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13. Symmetrisierende/Antisymmetrisierende
Projektoren 1+1=2 Pkt.

Die symmetrisierenden und antisymmetrisierenden Operatoren fiir ein System N identischer
Teilchen sind definiert als

1 1
S:EZPR, A:mZenPn,

wobei die Summe iiber alle moglichen Permutationen (definiert durch den Pemutationsoperator
P,) geht, und €, = +1 fiir gerade/ungerade Permutationen.

a) Zeigen Sie, dass diese Operatoren Projektoren sind, d.h. $? = S und A% = A.

b) Zeigen Sie, dass die zwei Operatoren “orthogonal” sind, d.h. SA = AS = 0.

14. Drei identische fermionische Teilchen 3+2+3=8 Pkt.

Sei hg der Hamilton-Operator eines fermionischen Teilchens mit Spin % Dieser Hamilton-
Operator wirkt nur im Ortsraum mit Eigenenergien €y =0, €] = hwg und €2 = 2hwg usw. und
(den entsprechenden) Eigenvektoren |¢g,0), |¢1,0), |p2,0) mit o =1, |, die im Ortsraum nur
Spin-entartet sind.

a) Betrachten Sie ein System mit drei unabhéngingen Fermionen mit Spin % (z.B. Elektronen),
dessen Hamilton-Operator
H = ho(1) + ho(2) + ho(3)

ist. Finden Sie die Eigenbasis dieses Systems, und berechnen Sie die Eigenenergie und die kor-
respondierende Entartungen fiir den Grundzustand und die ersten zwei angeregten Zusténde.
Berechnen Sie auch alle Eigenvektoren fiir den Grundzustand und den ersten angeregten Zu-
stand.

b) Wie werden sich die Ergebnisse von a) fiir den Grundzustand #dndern, falls die Fermionen
einen Spin % anstatt % haben?



c)

Wie werden sich die Ergebnisse von a) fiir den Grundzustand &ndern, wenn auch der zusétz-
liche Beitrag einer Spin-Spin Wechselwirkung und Kopplung mit einem magnetischen Feld
Hyp=—J[S1)-52)+852)-53)+S(1)-53)] — BY; 8 mit J,B > 0 und J > B, hwy
im Hamilton-Operator H beriicksichtigt wird? Kann man den Grundzustand als eine einzige
Slater-Determinante schreiben? Falls ja, kann man erwarten, dass dies fiir alle Eigenvektoren
moglich ist?

15. Operatoren in zweiter Quantisierung 1+2+8=6 Pkt.

a)

b)

Schreiben Sie den Hamilton-Operator aus Bsp. 14 a) in zweiter Quantisierung.

Stellen Sie den Impuls-Operator p in der Ortsraumbasis und den Orts-Operator 7 in der
Impulsraum-Basis in zweiter Quantisierung dar.

Stellen Sie nun den Zweiteilchen-Operator der Coulombwechselwirkung

V(e —1']) = Z
|r2—r

in zweiter Quantisierung dar. Schreiben Sie den Coulomb-Operator sowohl in der Orts- als
auch der Impuls-Basis.



