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1. Theorieaufgaben 4+3+4+3=14 Punkte

a) Betrachten Sie das F~ Ion (Z = 9). Der (nicht entartete) Grundzustand ist durch die
Elektronen-Konfiguration {152, 252, 2p5} gegeben. Wie wiirden sich die Energie und die
Entartung des Grundzustandes dieses Ions dndern, falls die Elektronen Teilchen mit Spin %

wéren? [Hinweis: Vernachléssigen Sie hier alle Effekte der Elektron-Elektron Wechselwirkung,

so wie alle relativistischen Korrekturen. Die Energie des Grundzustandes des (1s) Elektrons

in einem wasserstoffartigen Atom betrigt Z?E;, mit E; = —13.6eV.]
b) Welche der folgenden Wellenfunktionen lassen sich durch welchen der gegebenen Symme-
tricoperatoren ineinander iiberfiithren? Wellenfunktionen: e~®/™al, Yw(e,qﬁ),e_%ﬁ”?, el

==y i T

et rPT %[YH(G,QZ)) + Y1-1(0, ¢)]; Symmetrieoperatoren: e_%fm, e~ nz2lyv P (Paritit). [Hin-

weis: Ylfl(ea ¢) = % % Sin(a)e_i(b; YlO(e’ ¢) = \/ % COS(G)a Yll(ea ¢) = % % Sin(0)6+i¢']
c) Geben Sie die Wellenfunktion (Orts- und Spinor-Anteil) fiir ein relativistisches Elektron an,

das sich mit positiver Energie £ > 0 und dem Impuls p in positive z-Richtung bewegt und
dessen Spin in positive y-Richtung zeigt.

d) Gegeben seien drei nicht wechselwirkende (i) unterscheidbare Teilchen, (ii) Spin-0 Teilchen
und (iii) Spin—% Teilchen. Der Hamilton-Operator sei jeweils der Gleiche. Welches dieser
Systeme hat im Allgemeinen die niedrigste Grundzustandsenergie? (mit Begriindung).

2. Bewegtes o-Potential 5+4+3=12 Punkte

Betrachten Sie folgendes eindimensionale zeitabhéngige Potential:

V(z,t) = —ad(x — vt), a,v > 0.

a) Losen Sie die entsprechende zeitabhéingige eindimensionale Schrédingergleichung zur An-
fangsbedingung (x,t = 0) = y(z) = \/%e_%mﬂ%m. (Hinweis: Die Transformation
in ein mit der Geschwindigkeit v bewegtes Bezugssystem ist durch den Galilei-Operator
G(v,t) = e tn(ma—th) — e inmEetifthe g Mt gegeben.)

b) Berechnen Sie explizit die Erwartungswerte fiir Orts- und Impulsoperator. Interpretie-
ren Sie Thr Ergebnis physikalisch und geben Sie insbesondere Begriindungen fiir die
Zeit(un)abhéngigkeit dieser Erwartungswerte an!

c) Geben Sie den Erwartungswert der Gesamtenergie an (auch ohne Rechnung moglich).



3. Erweitertes attraktives Hubbard Modell 34345+ =11+3* Punkte

Betrachten Sie das folgende Modell fiir Elektronen auf zwei Gitterpldtzen mit attraktiver Wech-
selwirkung:

ﬁ =1 Z (cl 0620+62 o'cl O') U Z nZTnZ¢ (nlyT—i_nl ¢)(n2T+n2¢)
o="l

In dieser Formel sind éj »/Ci,o die Erzeugungs/Vernichtungs-Operatoren eines Elektrons mit Spin
S. :+g,—g (0 =1,1) auf dem Platz i = 1,2, n; , = &

1,0 "1 O'

Berechnen Sie die Energie und die Entartung des Grundzustands des Systems

a) im Fall, dass das System nur ein Elektron hat (mit ¢ > 0,U > 0,V > 0);

b) im Fall, dass das System vier Elektronen hat (mit ¢ > 0,U > 0,V > 0);

c) fiir ein System mit zwei Elektronen, aber mit ¢ = 0,U > 0,V > 0, in Abhéngigkeit von
den Werten von U und V. Geben Sie hier auch den(die) entsprechenden Eigenvektor(en) in
zweiter Quantisierung an.

d)*Berechnen Sie den Erwartungswert der Doppel-Besetzung pro Gitterplatz, d.h. ng =
(1471 + No 4o, ), im Grundzustand fiir die drei Fille a), b) und c).

4. Relativistischer Spin und Bahndrehimpuls 6+3+4+2=13+2" Punkte

Betrachten Sie die stationdre Dirac-Gleichung fiir das Wasserstoffatom unter der Annahme, dass

mmElieiljm — 0, d.h., dass die Bewegung des Atomkerns vernachléssigt werden kann:

Hpy(7) = Ep(F), mit Hp = cap+ Bmc? + V(r)lyxa,

wobei r=|7] und V(r) das Coulombpotential des Elektrons im Feld des Protons darstellt.
a) Berechnen Sie, welche der folgenden Observablen eine Erhaltungsgrofen fiir dieses System

ist: gDQ, Sp s Lp s EzD (i =z,y,2)? Lp= (7%'>< ﬁ)ﬂ4x4 bezeichnet hierbei den Bahndreimpuls-

o

O2x2
die Pauli-Matrizen); (Hinweis: [AB,C] = A[B,C] + [A, C]|B).

b) Zeigen Sie nun, dass die Komponenten des Gesamtdrehimpulses Jp =Lp+Sp Erhaltungs-
grofen sind.

c) Betrachten Sie nun die folgende nicht-relativistische Néiherung der obigen Dirac Gleichung:

59 A~ R 2 A —

(B +V0) — 55 (07 + glaz AV()) oo + 5k PYDE -S| un () = e (), wo-
bei 1/11(77') nun ein zweidimensionaler Spinor und e die nicht-relativistische Energie (E =

mec? +¢) des Elektrons ist. Uberlegen Sie zunichst, welche Terme dieses Hamilton-Operators
sicher mit L bzw. S kommutieren. Zeigen Sle in Folge, dass fiir diesen Hamiltonoperator

0
operator, wihrend der Spinoperator durch S p="= ( §2> gegeben ist (¢ bezeichnet

wiederum J L + S nicht aber L und S Erhaltungsgrofien sind. Welcher Term im

Hamilton-Operator ist dafiir verantwortlich, dass L und S nicht unabhéngig voneinander
erhalten sind?

d)*Machen Sie nun fiir ;(7) den Produktansatz ;(r) = f(r)Y(0,¢), wobei f(r) eine
skalare Funktion der radialen Koordinate r und Y(6,¢) eine zweikomponentige Spinor-
Wellenfunktion bezeichnet. Driicken Sie (6, ¢) explizit durch Kugelflichenfunktionen Y,

und Zweierspinoren aus. (Hinweis: LS = %(j2 — L? — §?). Sie miissen die entsprechenden
Vorfaktoren [Clebsch-Gordan Koeffizienten] nicht explizit angeben.)

Viel Erfolg!
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1. Eindimensionales Potential in Bewegung 5+4+3=12 Punkte

Betrachten Sie folgendes eindimensionale zeitabhéngige Potential:

A~

Vi(x,t) = —Cé(x —wt), C,w > 0.

a) Losen Sie die entsprechende zeitabhingige eindimensionale Schrodingergleichung zur An-
mC - wm
R CARR A

fangsbedingung ¢ (x,t = 0) = p(z) = \/72—2067 n2
in ein mit der Geschwindigkeit w bewegtes Bezugssystem ist durch den Galilei-Operator
. 2

. (Hinweis: Die Transformation

w

Glw,t) = e 7 ME=10) — g=iFmEe+ifhe=7 %51 gegeben.)

b) Berechnen Sie explizit die Erwartungswerte fiir Orts- und Impulsoperator. Interpretie-
ren Sie Thr Ergebnis physikalisch und geben Sie insbesondere Begriindungen fiir die
Zeit(un)abhéngigkeit dieser Erwartungswerte an!

c) Geben Sie den Erwartungswert der Gesamtenergie an (auch ohne Rechnung mdoglich).

2. Erweitertes attraktives Hubbard Modell 34+34+5+3 =11+3* Punkte

Betrachten Sie das folgende Modell fiir Elektronen auf zwei Gitterpldtzen mit attraktiver Wech-
selwirkung;:

H=-t) (61,032,0 + ég,aél,a) — U Y gy — Ul(frg + nyy)(fog + nay).
o=1,1 i=1,2

In dieser Formel sind é;a /¢éi o die Erzeugungs/Vernichtungs-Operatoren eines Elektrons mit Spin
S, = —I—g, —g (o0 =1,1) auf dem Platz i = 1,2, n;, = é;o_éw.

Berechnen Sie die Energie und die Entartung des Grundzustands des Systems

a) im Fall, dass das System nur ein Elektron hat (mit ¢ > 0,U > 0,U’ > 0);

b) im Fall, dass das System vier Elektronen hat (mit ¢ > 0,U > 0,U" > 0);

c¢) fiir ein System mit zwei Elektronen, aber mit ¢ = 0,U > 0,U’ > 0, in Abhiingigkeit von
den Werten von U und U’. Geben Sie hier auch den(die) entsprechenden Eigenvektor(en) in
zweiter Quantisierung an.

d)*Berechnen Sie den Erwartungswert der Doppel-Besetzung pro Gitterplatz, d.h. ng =
$(f1 471 + No Mo, ), im Grundzustand fiir die drei Fille a), b) und c).



3. Verstandnisfragen 4+34+4+3=1/ Punkte

a)

b)

d)

Geben Sie die Wellenfunktion (Orts- und Spinor-Anteil) fiir ein relativistisches Elektron an,
das sich mit positiver Energie £ > 0 und dem Impuls p in positive z-Richtung bewegt und
dessen Spin in positive y-Richtung zeigt.

Welche der folgenden Wellenfunktionen lassen sich durch welchen der gegebenen Symme-
trieoperatoren ineinander iiberfiihren? Wellenfunktionen: e~almal Y10(0, ¢), e~ wPT, el

7

e TP, \/i[YH(G,gZ)) +Y1_1(0, ¢)]; Symmetrieoperatoren: L Ly P (Paritiit). [Hin-

weis: Yi11(0,0) = $\/ 5 sin(0)e 7, Yio(0, 6) = /£ cos(0), Y11 (0, 6) = 4,/ sin(0)e* ]

Betrachten Sie das Na® Ion (Z = 11). Der (nicht entartete) Grundzustand ist durch die
Elektronen-Konfiguration {152, 252, 2p5} gegeben. Wie wiirden sich die Energie und die
Entartung des Grundzustandes dieses Ions dndern, falls die Elektronen Teilchen mit Spin %
wéren? [Hinweis: Vernachléssigen Sie hier alle Effekte der Elektron-Elektron Wechselwirkung,
so wie alle relativistischen Korrekturen. Die Energie des Grundzustandes des (1s) Elektrons
in einem wasserstoffartigen Atom betrigt Z%cq, mit g = —13.6eV. ]

Gegeben seien drei nicht wechselwirkende (i) unterscheidbare Teilchen, (ii) Spin-0 Teilchen
und (iii) Spin—% Teilchen. Der Hamilton-Operator sei jeweils der Gleiche. Welches dieser
Systeme hat im Allgemeinen die niedrigste Grundzustandsenergie? (mit Begriindung).

4. Drehimpuls in der Dirac-Theorie 6+3+4+2=13+2" Punkte

Betrachten Sie die stationdre Dirac-Gleichung fiir das Wasserstoffatom unter der Annahme, dass

% — 0, d.h., dass die Bewegung des Atomkerns vernachldssigt werden kann:

Hp(F) = By(F), mit Hp = cap+ fmc® + V(r) iz,

wobei r=|7] und V(r) das Coulombpotential des Elektrons im Feld des Protons darstellt.

a)

b)

Berechnen Sie, welche der folgenden Observablen eine Erhaltungsgrofen fiir dieses System

ist: 5‘}%, S’D,i, IA/DJ-, I_% (i =z,y,2)? Lp= (7%>< ﬁ')]l4x4 bezeichnet hierbei den Bahndreimpuls-

. S 0
operator, wihrend der Spinoperator durch Sp = g ( OU §2> gegeben ist (& bezeichnet
2X2

die Pauli-Matrizen); (Hinweis: [AB,C] = A[B,C] + [A, C]B).
Zeigen Sie nun, dass die Komponenten des Gesamtdrehimpulses Jr D= L D+ S p Erhaltungs-

grofen sind.
Betrachten Sie nun die folgende nicht-relativistische Néherung der obigen Dirac Gleichung:

(B +7V0) - 5225 + 5o AV()) Do + 5= HOL - 5] 61(7) = 2 (7), wor

bei wl( ) nun ein zweidimensionaler Spinor und e die nicht-relativistische Energie (E =
me? +¢) des Elektrons ist. Uberlegen Sie zunichst, welche Terme dieses Hamilton-Operators
sicher mit L bzvv S kommutleren Zelgen Sle in Folge, dass fiir diesen Hamiltonoperator

wiederum J L + S nicht aber L und S , Erhaltungsgréfien sind. Welcher Term im

Hamilton-Operator ist dafiir verantwortlich, dass L und S nicht unabhéngig voneinander
erhalten sind?

d)*Machen Sie nun fiir ¢ (#) den Produktansatz ¢1(7) = f(r))(0,¢), wobei f(r) eine

skalare Funktion der radialen Koordinate r und )Y(6,¢) eine zweikomponentige Spinor-
Wellenfunktion bezeichnet. Driicken Sie ) (6, ¢) explizit durch Kugelflichenfunktionen Y;,,

und Zweierspinoren aus. (Hinweis: LS = %(J_2 — [? — §?). Sie miissen die entsprechenden
Vorfaktoren [Clebsch-Gordan Koeffizienten] nicht explizit angeben.)
Viel Erfolg!



